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25 0 r r e t> ' c. 


nui b(C SRatur ber ^ugelflä^e a priori fcbUe- 

$ztt, baß eine 0eometrie berfeiben fowol^ bem Um^ 
fange nadb audgebe^neer; afet bem 
reidb^oUigec fei;tt möffe/ ole! bie ©eometcie ber (Ebne; 
ja baß biefe im Allgemeinen aut$ jener ßdb muß abUiten 
taffen> meil jebe fp^ärif^e ^igur^ trenn ße unenbü(jb 
f(etn gebacj^t trieb, ai6 ebne ju betra4)tett iß, aifo bfe 
0igenf4>af(en unenbU4^ fieiner fpl^ürifdber Figuren, bie 
ber ebnen ergeben müffen, trenn überhaupt bie (Eigem 
febaften ber fp^drifdben Figuren befannt ßnb. SBirff 
man inbeß nur einen oberßadb(i4>en ©lief auf biefe !2Sßif^ 
jenfdbaft in i^rem gegentrürtigen ^ußonbe, fo trieb man 
geßei^en, baß ße gar n>eit l^ieron entfernt iß unb baß 
ße in $8erglei(^> mit ber ebnen unb ber fbrperlidben @eö= • 
metrie ungieidb geringere ^ortf4>ritte gemg4)t l^at. 9lidbt 
einmal in ber Eel^re ron i^r .@lei4>^ei( ber fpl^ärif^Kn ®rei* 
eefe liefert ße bieÄnalogieen $» aßen planimetrifcbenSül^en 

*4 
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btff«(b«n ©fgenflanbrt*); »ergebin« fielet man fic(> no4> • 
©a^en um/ au« benen f?4> ble ©te1di>^ele, ber ebnen 
^oraßelogramme ober ©retecfe, bie auf einerlei ©runb» 
(inien unb jt»if4)en einerlei ^araßeien liegen/ ober, bie 
gteid^e ©runbtinien unb g(eidi)e ^aben, abieiten 
liefen; — ba bod^ au« bem »on 2e;reß gefunbenen in* 
tereffanten ©age/ baf bie © 4 >i^en berienigen 
fp^arift^en ©reiecfe, wet(t>c eine gemeinfd^aff» 
Vxifz ©runbfeite unb glei^^en ^ladi^enraum 
l^aben/ in ber ^erip^erie eine« fleineren ^reP« 
fe« liegen**) — bie SW6gti4>Peif fot4>er ©a^e l^er* 
»orge^f. ■ ’ 

®ie Itrfo^je ber 95ernü(t>iafi?gung biefcr SBiffen» 
f4)aff ijl wol^l barin ju fudfjett/ baf man in ber ^jlro* 
-^nomie unb in ber mo(l^emafif(^>en ©eograpl^ie/ t»eldt»en 
SBiffenfc^affen bie ©p^arif ol^ne ©nfffe* 

l^ung »erbanff , mit einigen ©a^en öber bie ^ugelfd^nittc 
unb fpl^arifdijen ©reiecfe befriebigf ünb bur(^ ba« ©e* 
bürfnif ni4>t weirer angeregt würbe, bie ©pl^arif mit ' 


*) €fnm SBeteg bfeitt gle6t B. Sorßnet In feiner fpbirl» 
fdf)en ©eometrie (Serlin, 1827), wenn «t ©. 69 ouebrädti^ be» 
metft, bap e6 In bet fpbdtlfd)en ©eometrie feinen ©a§, 9 ebe, um 
SU beneifen, baf ein [pbdeifebe« glelcbfcbenfdse« Sreieef burd) bad 
Bon bet ©pige auf bie ©runbfeite gefdUte ^erpenbtfel .'In sB>ei 
glelebe 2>reie(fe setlegt »etbe! ^ 

**) Nova Acta Petropol. , T. V. p. 1. Segenbte tbeiit 
ben ©nb^in feinen El^enta de G^öin^trle (12“** 4d.), ©.820 mit. 


DiyiüZöd uy 


C -.1 M 


8r60mr ^ufhterffamfdt )u {xacbeiten. 3)al^(r if! C9 
Me fp^rif(be Trigonometrie, n>e(4^e norjugomeife mit 
‘ bet tSfironomie f?(b entn>i<fe(t unb bebeutenb t>ervo(I= 
fommnet ^at. SEBie obnr tie ebne 0eometrie, onfangs 
«wr fremben Swerfen, bur4> wet4>e fie — ,»ie bet 
0lome (e^rt — jum T)afe 9 n gelangte, untergeorbnet, 
fi4;> iu, einer felbflfiünbigen SEBiffenf4>aft erhoben ^at, fo 
gebührt ber @p^irif biefe miffenfi^ft(i4^e 0eibf{> 
f}4nbigfeit. T)ie erfien 04>ritte baju, unb für lange 3<i( 
bie einzigen, l^aben T^eoboftuo unb !92ene(autf in i^ren 
brei 0ü^ern ber 0p^<irif get^an. T)iefe SEßerfe inbef, 
»enn fdbon für bie geit i^ter SSerfoffet »erbienfHidi> ge- 
nug, ftnb megen bet 04^metf(l(Iigfeit ber (Entmiefeiung 
unb S>arfieQung, wegen fo raan4>et unfru4>tbaren, ju 
feinem nu^baren SKefultate fu^renben Unterführungen, 

^ bie in beiben bie 0ebu(b Ut Seferd o^ne 0efriebigung, 
(affen*), feineowegeö geeignet, ein befonbereg ^ntereffe 
für eine SQ^iffenf^aft }u wecfen, neben weihrer fo biefe 
onbere 0e biete ber iSfatl^ematif ungteihr gr&^eren 0e< 
nup gewähren. ÜHit DCedfrt flnb ballet in unfern mo- 
tl^ematifhren Se^rbüdfrern fene 0d^e überall auogefhKoffen. 

T)aO 0ebürfnip einer Bearbeitung ber 0pl^ürif 
nähr ber oben angebeuteten unterbep ütel^r unb , 

' me^r rege unb (aut geworben. 3n biefem 0inne gab 
9)ol^( feine fp^ürifhre ©eometrie (Berlin I 8 I 9 ) unb 


*) £()^in geboren tiefbnbtc» bü Ü6ct bie SSetbdltnlffe 
bet Sogen. 



VIII 

9 . ert»i^n«r,SGB<rf l^ewus.- SOlüf* 

fett g(et4> bie gegcmvärdgtn !8?&ngel ter SBi^eufdiiaft 
in einet jbi^n @teSung berfetben'ant bentti^l^en in t>i< 
Klagen faßen/ fo barf bie« neue 83etf«dt>e 
f(i>rc(feh, bie/ wenn au4> ni(|f fcigUid(i boti gewÄnf^fe önb 
)it wönf4>enbe Dvefulfot erteilt wirb/ twd(> wenig(!enü neu« ^ 
tSnregung ju ferneren »ießei^rgWrftid^ern Seatlettungeit 
einet «n ftc^ fo infereffanfen SSBiffenf^aff gttten fönnen. 

Sßeranlapf bur^l eine im 3a^c 1824 tow bet 
iefopl^iftijen ^f^aUät ju ^ße oufeeffeßren |5m«ottfga^e 
6ber bte jweibeutigen 5^ße/ »et^ bei bet Puflöfnng 
(p^rif^et ©reiecfe torfotnmen/ unb oufgenrnmert bur^l 
bie gnnfiige ^Itifna^me bet ton mit 1825 baefilet ge* 
fieferfett 5l%nbiung*)/ l^be i^ feifbem befbnbewt mit 
bet @p^acif mich befcbdfrigt unb äbergebe l^iemit bem 
.bffentiicbcn Urt^eiie' einen bet 0vefu((afe meiner 
Unterfutbungen. S5ei bet SÖerf4>iebenarligfeir berfelbeit 
ifü eine (Einrbeüung ' bet (Sp^ärif not^wenbig. S)ie 
nofürfitbfit fbeinf bie Unlerfibeibung betjeiben in bie 
niebere iinb in bie ju fe^n/ ton benen'.)e»e 

nur bie Ä^cife auf bet ^geljimbe unb bie ouö Soge»' 
folcbet Greife jufommengcfe^fen Figuren bebanbeft; biefe 
obet bie übrigen auf bet Äugeiflacbe itgenbwie erjcugten 


De casibus ambiguis , qui in resolntione triangulonim 
üphaericoium oceurmnt etc. commentatio, ab ’Academia Frider. 
Halens, et Viteb. consoc. praemio otuata. Halae apud E. An-, 
ton. 1826 . 
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£ilrt)en unterfu(i(>t. %){e ntf&ne ieKfSIIt bann 

}wri bfe biefeföen 

aber auf mfifl^bcne tSkife be^anbebi. - ^an fmti ft^l 
nAimU(^ barauf bef4>ränfM/ cigen$(bfrDte4^ 

mtng/ ^0 burdb gecmetc^ S3etr<^ung^ btiSigntf«^^ 
ten bec.^ugetfreif« tmb ber bacai}0 gebitb^en Spuren 
p enfwfcfetn unb bitrdb ^ 0 n^oMon bie = gtfai^^ 0rjM 
^en SU befämtnen ; ober man b^ient basn ber DteetN 
nung mit ben "trigonometrifebeD ^(fogrbbttt ; 0rf{ere0 
erseugt bie got^metrifeb-e/ (enteren bie teigonome* 
tHf4^e i** fpbiit{f<be Trigonometrie 

gebdrt. S)em ^nbaite na4^ erg&nsen fidb belb«* 93ors 
. Üegenbe0 SBerf^^en enthält bie g^etrifebt 

$)ie ^ahi ber hier aufgenommenen @ä|£ unb%tf> 
gaben hätte ftdb nnt ein Sebeutenben vermehren 
(affen; inbif mar nmin ©imi^fa^^ nur baf SEgitbtigere 
unb bä0 snt (Entmicfelung eineo foidben OSäthige oufsn* 
nehmen unb a(6 ein sufamraenhängenbeo ^nse mbgiiebfi 
^infaf» borsufleikn. 3^ei Jb<>npte(emente ber @phärif; 
bureb mel^e biefe 3Biffenf(^fü in ihrer 0igenthäm(i4^ 
feit dhatrafteriftrt wirb unb bie hoher in ber T>arf}eQung 
befümmt bervortreten mäffen, (tegen in ber ^oiarität 
unb in b<r ©ntgegengefebtbrit ber fphärifdhen ^i« . 

güren. ©0 ifi in ber That su perwunbern^ wie bie fo 
hädhfi intereffante unb in ihren folgen fo wi4>tige (EU 
genfdhaft^ na^ weldher febes fphärifebe ^oipgou/ febe 
^urre ein 9^o(arpo(pgon^ eine ^olarfurpe l^at/ bioher 
uberfehen werben fonnte^ ba von bem f(bon (ängfi be^ ' 
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fattttfett fMarbreietfe tec Stritt" nur flein if{. DU 
di^re €igenf4^ft ber ^^rifi^en Figuren beruht, boronf, 
baß lebet bet £ttge(fli4)e einen @egenpunft, mit: 
l^in lebet S^gen/ lebet fBinfel einen 0egenbogen, 0e: 
gemvinfel^ lebe ^igut eine 0egenftgur l^at, me(dt>e aus 
ben @egenpunften bet auf bem Umfange einet '$igut 
llegenben f>utifttn be^e^t utib bie mit biefer §igut g(ei4>e 
^l^eile in g(ci4>et ^ufeinanbetfoige , aber na4> entgegen« 
gefettet 8U4>tung terbunben^ ent^t. S)ie @i$e ton 
bet 0iüdbi^eit bet fp^arif4^en S^teietfe iinb f^oi^g^ne' 
tverben baburdb fe^r uereinfa4>i unb bon bem fbrperii* 
4?en SBtnfel unabl^ttgig uberaQ auf ^ongruen5/ entme« 
bet mit bem gegebenen 2)reiecfe ober ^ot^gone feibjfi 
ober mit bem ©egenbreietfe ober 0egenpo(9gone beffeiben; 
jurÄcfgefii^tf. • 

S)a bie Seifte ton ben 0igen(^aften ter S>teie<fe 
bie 0nmb(age bet fp^ifeben^ n>ie bet ebnen 0eo« 
ntettie iji, fo b«be icb biefen 0egen(iattb mbglkbfi boIU 
fiinbig ju bebanbeln gefudbt. 9 U 4 >t unbebentenbe 0r« 
meitetungen wirb man-biet in ben 0di$en äbetbie fo* ' 
genannte 0 imi(arit&t ( 0 - 35 — 40 ); in bem 'fünften 
unb fedbfien Sefitfa^e über bie 0(ei(bbeit bet S)teie(fe 
( 0 . 41 u. fO; übet ^teiecfe unb fpbütifdbe ^aSelo* 
gtamme von gieiü^n ^iüdbentüumen (0. 99 u. f.) u. a. 
flnben. ^ie 0ntf4>eibung bet jtoeibeutigen $ülle ifi auf 
ein fo einfadbes 0efei^ jutücfgefübtt/ baß ße bei fpbütif4^n 
^reiecfen eben fo (ei(btf a(ei bei ebnen iß. 

^enn i4> jutoeiien eine eigne ^etnünoiogie mit et« 
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fo gef4>a|.'^e8 out t<t Si&cit wi^m, obd; . 
toeMrl)^ flblidire 9(u<trorf ni^t pa^enb/'Obet <bi foU 
d^r mit iHd^t befanof toot. Slot bem et^ .0runb« 
tt)äl^(te Id^ f&t txn st&f^«n. ^rele.bfe fätjece unb 
im Sooft ^drditbtl^otini^ ^oupifrei«; 

tmb mrnün^ auf ibenv> imiten 0tunbe bU bafär 
^boä»^ll^ : 92 6tm 0 If r eif ; , tpeill bieft ^meonung 
bet It^btt tbOcn 0edtmft|e obrfommenbto 
92otma(e analog/ bemienigcn ^^auptfreife, ber auf bem 
^etü^rungof reife einer fp^irifi^en ^urte im'ISerdl^rungfs 
punfre?iffÄfred^t jle'^t/ bcigeiegt wirb. §ör ben foge* 
nannten fteineren .^reif brong ftdp mir ber Sfuobrucf: 
SJlcbenfreif/ in boppettm ©inne ouf; einmal, weil 
bie 0bne biefef .^reifef nidf^t burd^ ben S02itteipunft 
bet .Äuget, fonbern neben bemfetben »orbeigel^f; bann 
aber, weit biefer ^reif ni(bf ton ber SBidbtigfeit, wie 
bet ^auptfreif, ij?. — ®ic jur Unterf4>eibung ber 
beiben 5^ote einef Äreifef gcwäl^ttc Benennung bcö po* 
fititen unb bef negatiben ^otef ifl freiticb wia= 
W^rtidb, jebodb bem begriffe bie|er 5äußbrucfe nicht 
wiberfireitenb, bietmehr nidbt ohne beutfame tSejIehun: 
gen. 2Itt ftdb ober i(l biefe Unterfdbeibung, fo wie bie 
ber beiben ©eiten ber Cbne unb beß .Äreifeß, burdbauß 
ni4>t unwefenttidb unb bie einfadbere, be|limmtere’S)ar= 
(letlung, wetdbe fte mbgtidb madbf in ber (Entwirfetung 
ber ^otaritöt, fo wie mehrer onberer. Ui bem Dlebem 
freife borfommenber (Eigenfcbaften, in brsiugen fallenb. 

92odb muf ich bemerfen, bo0 ber te^te Slbfchnitt 
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'über bie fpl^är{fd(>en aud ben von 2egenbte in. ftU 

nen oben erto&^nfen Elements d. G. &, 307. gegeb^s 

nen Stmerfungen über bie ^oi^ebei: entffanben unb nur 
« 

eine weitere 2lu«fö^ruttg. jener Sinbeutungtn i(l. , 

" 9Bö(bte e« mir gelungen fe^n, burtb biefen föer* 
fu4> jur 56rberung einer fcbbnen, nur feiberl . weniger 
beotbtetftt 2Biffenf(S>aft, b«r idb bi« ongeml^mffen,6fun= 
ben meiner SSufe nerbanf«/ (Stwo« beigetragen^^bett! 


^ottbutf/ >im SOiAr) 1828 * ' 




i 'i.;. 




. , , i*;. fl 


. ^ J 4 ... , 
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1) ^ie ©p^dtif Hl btrfenffle £^1 ^ ©«oniefrie, 
in tttelc^em bi« CigenfcHnftm ber anf einet Äugclfiat^e »et< 
jeie^neten giguren betraci^tet »erben. 6ie Idft ßd) rint^ei» 
r«n in bi« niebere unb ln bie ^ fixere ©p^drif. 3«n«, 
bie niebere ®pH4rif, b«fd)tdnft (l(^ auf bie «etracHtung ber 
Äreif« unb bet au« Sogen folcHer Äreife gebilbeten giguren 
auf bet ÄugelfldcH«. SDief«, bie ft6^«re, befdjdftigt fJcH mit 
ben ©igenftftaflen bet übrigen tturamen Linien, welche auf 
ber XugeifidcHe erzeugt »erben. 

JDie niebere ©p^drif fatra in SlüdfleHt bet .^tUf^mit« 
Utf »eltH« |it ©rteit^ung i^rei angmenbet »erben^ 

»ieberum in bi« geometrifc^e unb in bi« trigonometri« 
fcHe ober algebraif^e get^eiit »erben ^ U nacHbem bie 
oorliegenben 0r6§en blog burtH geomefriftHe dfonflruftion 
bargefleOtf ober mit J&ülfe ber trigonometrifdjen gunftionen 
burcH 9let^nung beflimmt »erben. 3<t ber (ebteren gebürt bie 
fpbdrifcbe Srigonometrie. — 0egen»drtigeg SBerfcHen be» 
banbeit bie geometrifcbe ©pbdrif. 

2) SBag bag SerbdÜui« bet ©pbdtif ju ber ebenen 
0eometrie unb bet ©tereometri« betrifft, fo f«bt fle beib« 
OBiffenfcbafttn boraug. S>enn »cnn auch bie niebere ©bbü« 
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cif unaS^^ngig fton bet £e^ce be^ fScperlic^en ^tnfe(^ bor= 
^ttragen »erben fann «nb mugf fo fle^t ge boc^ }tt bem« 
fdbtn, fo »ie ju ben ipolpebern überhaupt / in einer fo ge» 
nauen SSejiebung, bag |br ©inn erg bann boOgilnbis Be» 
griffen »irb, »enn bie Äenntnig jener oorbanben ifl. 3tt 
»eiterem Umfange aber nimmt bie böb«e ©pb^rif bie ^ennt- 
nig bec ©tereomefrie in SMnfprucb; ffe fegt j. ©. bie 95c» 
fanntfdjaft mit bem ^cgel unb bem ^plinber beraub bei 95e» 
traebtung ber fpb^nfeben ^egelfcbnitte. 35ag au^ bie böbere 
©eometrie ber ^bne biefem Xbeile ber ©pb^rif Porau^gegan« 
gen fe^, iff »enigflen^ naturgemdg unb febon be^bulb ju 
»ünfcbenr »eil bureb ffe bie fpbdrif^cben Würben ein befon» 
bereö 3ntereffe gewinnen. ‘ 

* 2tnmerf. 3fu8 bem ^Ingebeuteten Idft ficb «bnebmen, bag 
,ba8 @ebtet bec 0pl)diif ein biet auCgebebnteteö, aU baS ber the- 
nen ©eometeie iff, »etd>e au« jenec ffd) al« ein befonberec goU 
ableiten Idpt, wenn bie ^ugelffdtbe at« unenblicb groß, bie ^igu« 
ren auf becfelben aber enblicb, ober »enn jene al« enblicb, biefe 
al« unenblicb fiein gebadet »erben. 

• •% 

Q5oit Öen Greifen ouf Öcr .^ugclflÄcbe. 

♦ ' • I . 

S. 1. ’ 

©eftdeungen. 1) S)ie d^ugel iff beejenige jSSrper, 
beffen Dberffdcbe in allen ihren ffJunften eine unb biefelbe 
Entfernung bon einem innerhalb bec dfugel liegenben fünfte 
hat/ welcher bec 0O)ittelpunft bec ^^ugel heigt* 

2) /Die gerabe £inie/ welche ben Slbffanb bti Mittel» 
punlteä bon ber jfugelffdche raigt/ hrigt bec SSabiu^ ober 
.^albmeffer; unb bie gerabe £inie/ welche, burch ben aRittel- 
punft ber ^ugel gehenb, jwei fünfte ber .^ugelffd^e.becbin« 
bet, ber sDurchmeffer bec Äugel. i 

3ufah. 3luö 1. folgt, bag alle SJabien einer Äugel 
> gleich ffnb, unb ba jeber S)nr(hmeffer ber ©urome zweier 
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9labün dUi^ tf{> bag au(^ aOe >Durc^nt(ffer einer ^ngel 
bon sUic^ec Sdnse gnb.- , ' > 


■■■•■' '§. 2 . 

£e^rfag. £>urc^ eine gerabe Sinie tnirb bie 
Äugelfldc^e in jwei ^Junften gefc^nitfen. 

SBetoei^. fen (gignr 1.) AB bie gcrabe £inie, M 
bK, 9)!i»eipunft ber ^ngei^ unb A ein iDnrobfcbniteäpunfe 
ber geraten £inie nitt ber ^ugelgücbe. 03?an fdSe non M 
ein ^erpenbifel anf AB , »eIcbeÄ biefelbe in C ereffe; neunte 
CB=AC unb MB; fo if! ba^ S^retecf MCB^MBA; ba* 
ber MB==MA;, folglich ntxb B ein $un{t ber ^ugelgdcbe« 
9Ufb febneibet bie 0erabe AB in |Wei ^^unften bie ^ugel« 
ftic&e* v‘ . . 

• 3ufa'§ 1. 3ibe »on M auf AB gezogene gerate iU 
nie, mldfit jtoifcbett A unb B eintriff, i(l Weiner aW MA; 
ba^er Hegt ber Xbeil AB ber fc^neibenben £inie ganj inneiy 
halb ber. .^ugel. 

3ufa§ 2v €in britfer ©urcbfcbniff i|l nicbf 
mbglicbf weil non einem ißunWe nach einer geraten £inie 
nur jtnei gleiche £inien möglich pnb.. 

3ufa§ 3. gdOf C in A, fo. ifi CB=CA=0. S5eibe 
jDurchfchnitte faUen aifo in Sitten jufammen/ unb bie £inie 
AB ijl eine Xangente. 3fl MC gröger, aW ber Slobiuö ber 
j(ugel/ fo fann bie ©erabe AB gar nicht bie ^ugeffidche 
treffen/ tneii febe anbre Sinie non M nach AB (dnger a(^ 
bie furjefle MC i(i. , 

3üfah 4 Seht, bie fchneibenbe £tnie bur<h ben SOfit* 
telpunft ber Äugel/ fo ifl ber in ber Äugel befinbliche Xheil 
berfelben ein Durchmcffer. 

£)ie £)urchfchnitt^punfte eined SDurchme|fer^ mit 
ber Äugelflache nennen wir ©egenpunfte. 

Snfäh 5. .^cber'^unW ber Äugelfldcbe hot einen/ unb 
nar einen ©egenpuhft. 

, '■ . ■ ■■ " ' ■ 1 * 
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Se^rfa^. «Der einer S 6 ne mit ^«r 

Augelfli c^e ifl ein j^rei^. 

SBewei^. fe^ Cgignr 2.) CDFE 5er ©urtftfe^itt 
einer € 6 ne raU 5er j^ngeifldc^e. S3on 5em fRitteipnnfte A 
5er Xa^tl fdüe man eine Genfrec^te AB auf 5ie €5ne ECDF» 
ton 5em ißnnfte B , in loeic^em ffe 5ie €5ne trifft/ 
man in 5erfei5en ^ne 5te @era5enBC, BD 6 i^ {u 5en 
fc^nitten C, D n#'5er brummen ECDF; 5ie fünfte C, t) 
ter5in5e man mit 5em ÜJ^itteipunfte A 5er 5(ugel 5ur^ 5ie 
9 la 5 ien,AC, AD. ©o entfielen 5ie an B ree^tttinHiseR 
SDreietfe ABC, ABD, 5eren Aonsruenj auö 5er 0fei(^> 
^eit i^rer J^ppotenufen AC, AD, (g{a5ien 5tr J(n 0 eO uti 6 • 
5er gemeinfdfiaftiic^en jfat^ete AB er^eOt. ^arau^ folst: 
BC=BD. «Da nnn D fe5er 5ene5ige fPnnft 5e4 S>nr(^« 
fc^nitte^ fepn fann, fo $aSen aOfe fünfte 5e^ in einer'' ©5^ 
(iegen5en «Dure^fc^nitte^ gleichen ^5f{an5 ton B. 
ifi 5erfeI5e ein Xttiß, teffen SRitteipnnft B if{. 

3 Ufa 6 1. lOag 9)erpen5ifel AB, 5ie ©ntfemnng 5ec 
j(retöe5ne tom SRittelpnnfte 5er ^ugei, fep mit d, 5er ^a> 
5ittl BD mit r, 5er j(uge(ra5inä mit R bciti^ntt Smi* 
fdfKn R, r, d Ufltbt nun 5ie ©leit^unng ' < 

d»+r*=R»j 

nnö ttelc^er erff^tlic^ ift, 5a§ r atnimmt/ menn d gr&fet 
ttir5/ un5 r lodc^fl, ttenn d atnimmt. 3n SBorten: 2k 
nd^er 5ie ^retöebne 5em ^^ittelpunftc 5er Augel f!ebt/ 5ef!o 
grd0er ifl 5er ^rei^; fe entfernter fene, 5ef!o Beiner 5iefer. ' 

3Pf<^& ^ 3fl d=R} fo ijl r= 0 . SDer Ärefö ttfrt 
aifo ein $unft un5 5ie € 6 ne berd^rt bloä 5ie Xugel. 
d>R, fo mtrb r unm 6 gü(^> 5ie €bne fann 5ie Xugelfidc^ 
gar nic^t treffen. 

3ufa$ 3. 2fjl d=0, fo i^ r=R; 5er grbgte ®ertb/ 
iteicben r haben fann. «Der Xrei^ a(fo, beffen €bne 5urtb 
5en SKitteipunft 5er Xngef gebt, iß größer atö f^er an5re; 
fein ifl 5em 5er Xugef gfcicb. Goltbe Xreife neu* 
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Bffl t»{t Jlfanptftelft, Ntfettigettf ^ercn ^nm 

aid^t bor^ ber j^usel asittclpunft geMr iR(6cafreife ' 
^ei§ai migea. 

£)a b(i jcbcm J^auptheife r=R if{; fo f!ab. aOe i^aupt* 
frctfe (iaanber gUtd^. 

3 Ufa $ 4. Sitte Xnife, beten €6aea bom SJ^ittelpuaft 
bir Äugel gleißt (Bntferaong ^aben, finb eiaanbtt gUi<^, 

' ^4. 

Se^rfag. Streife auf ber ^ugelfld^e mftf« 
fen cnttaebec fic^ fc^neibtn nnb itaar in 
- jtael ^unfteuf ober fie berä^ttn ficb nur 
In einem ^nnftef ober fie treffen fieb sar 
nicht. * 

beneid. 3^ei ^eife anf ber j(ttdef^4che linnen nur 
folche . fünfte mit einanba gemein hoben f welche in ber 
£>urchf(hnitt4linie ihrer heiben €bnen unb auf ber ^usel« 
fidche (ie^tn. ®ie raüffen aber auch itben 9)unft gemein ho« 
henr bera biefe heiben 9)?erlma(e lufommen; benn liegt ein 
9>unft in einer (Ebne unb anf ber jlugelfidche/ fo gehirt er 
5 u bem 5(nifer ben biefe (Ebne mit ber jlugelfidche bilbet 
IDaher liegt feber ^unlt^ ber }ur Surchfchnittdlinie heiber 
ebnen unb }ur j(uge(fldche gehirt^ in jebem ber beiben £reU 
fe^ welche bie £>urchfchnitte lener ebnen mit ber 5(ugel finb. 
IDa aber bie gerabe Sinie^ in welcher bie ebnen ber beiben 
Greife |!ch fchneibenf entweber in jwei fünften bie j(ugel« 
ffdche fchneiben^ ober fie nur in einem fünfte berdhrem ober 
fie gar nicht treffen rau§f fo folgte bag bie Greife auf ber 
j^ugel entweber in jwei fünften fich begegnen, ober nur in 
einem, ober in feinem. 

3ufah 1.' i^auptfreife fchneiben geh Immer in jwei 
0egenpunf(en. >Denn ihre €bnen, benen ber ^ittelpunft ber 
jtugel gemein ig, fchneiben geh in einem £)urchmefi^r ber 
Augel, begen (Enbpunfte @egenpunfte gnb. 

3nfa'h 2. 0eht ein iS^ouptlrei4 bjtrch einen ^unft a 


Digilized by Google 



6 


4 


ber Äusefff^c^er fo et ouc^ burd^ befiTett ©egenpunft a'. 
©enn ein s»eiter burcb a ge^enbet ^auptfretd fcbnetbet fltft- 
nu't bcm erjiett in j»ei ©cgenpunfttn, unb a l^at nur eine« 
©egenpunft. 

3ufa§ 3. ©e^t ein Ärcid bnrtb jwei ©egenpunfte, fp 
ifl et ein ^auptfreid. ©enn in feinet €6ne liegt bic gerabe 
2inie, welche, biejöegenpunffe »etbinbenb, butcb ben SOJiftel* 
punff bet Äugel gebt, goiglitb gebt bie €bne butcb ben 
' S);itte(punft bet 5SugeI. 


, . §5. 

' ?ebnf«ö. aBenn jaei ju Petfcbiebenen Äteifeti 
geb^tige Sogen, oon benen iebet fleinet 
aid ein ^nlbfreid ijl, gleiche @ebnen b«* 
ben, fo ifl »on biefen Sogen betfenige, 
»ei(bet JU bera gtbgetn Äteife gebbbt, bec 
fleinete. 


Seweid. (£i fepen (gigut 3.) ADB unb AD'ß.|t»ei • 
Sogen, »elcbe bic ©ebne AB gemein b«ben unb bet Üia« 
biud DC bed Sogend ADB fep gr6§et, nid bet Slabiud 
D'C bed Sogend AD'B. Serbinbet man bie Sflbpunfte bec 
Sogen mit ben SOlitteipunffen ibret Greife bureb Slobien CA, 
CB; (JA, CB, unb jiebt CA' paraflel mit CA, CB'jfC'ß; 
fo ifl bec Sogen A'DB' dbnlicb bero Sogen AD'B j babec 
ifl 

AW_AD'B 
AB ' 


©a aber Sogen A'DB' > ADB, fo ifl 


A'DB'^ 

AD'B 
Aß ^ 


ADB , , , 

; folgiicb öueb 

ADB : 

AB ’ 


i 


folgiicb AD'B>ADB. ,, ,, . : 

Sufab 1. ©ec anbee Xbeü AF'ß bed fieinecen Ärei*^ 
fed ifl >AD'ß, habet auch >ADB. ©ec ©a$ ifl aifo 
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au(^ bann gärtig , wtnn ber %ogtn be4 f(etntr<n Greifet 
nic^t {(einer a(d ein J^albfreid ifl. 

3 Ufa $ 2. SBie bet Sßogen ADB {(einer iflf al^ jebec 
bec beiben Xbei(e beä fleineren ^reife^; fo iß ber anbre 
AFB be^ grbßern ^reife^ grißer a(^ ient* 

§. 6 . 

. 2ebff«6. 8Benn j»ei ?5unf{e bet Ättge(f(d^e 
burtb (ßogen nerfebiebener Greife nerbun« 

. ben »erben/ fo iß ber)enige (Sogen bee 
{(einerc/ beffen €bne oora SRittelpunfte 
.ber ^uge( «ine fleinere Entfernung bnt. 

(Beweib. fepen (gigur 4.) A, B jtoei fünfte bec 
Äugeißdebe unb burd),biefelben inebrere Äreife gefegt. 

I^ie Ebnen biefer Greife fcbneiben ßcb in ber geraben 
ginie AB, bie alfo gemeinfebaftliebe ©ebne ber eetfcbiebenen 
(Sogen iß. )Da nun berjenige beffen Ebne eine f(ei« 

nere Entfernung oom 'CDÜttefpuiifte ber j(uge( bot/ ber gr6< 
gere iß/ unb unter ben eine gemeinfcbaft(icbe ©ebne buben« , 
ben (Sogen ber jum grbgern Greife gebbrige ber {(einere iß 
(§. 5.); fo iß bie (Sebouptung eoibent. 

3ufag 1« ^u ber J^auptfreiä burcb A, B ber größte 
unter allen iß/ fo iß ber ^ogen beße(ben jwifcben A unb B 
bet {(einße. 

3ufag 2. ^ur^ jtoei fünfte ber j^ugelßdcbe i bie 
nicht @egenpun(te ßnb/ fann nur ein .Qauptfrei^ gefegt 
»erben. S)enn ginge burcb bie fpunfteA, B noch ein }»ei« 
tet ^auptfrei^/ fo »ürbe ec außer A, B auch bercn 0e« , 

gcnpunft A', B', offo Pier fpunfte mit bem erßen .^oupt- 
(reife gemein buben (§. 4. Jnf- 2.), »aö nicht mbgfi^ iß. 

£)ire{t fofgt e^ auch barau^z baß bie Ebnen beiber 
^auptfreife; burcb A unb B jufamraenfaDen niitßcn/ »eif 
ße brei fünfte/ A, B, unb ben (DÜttefpunft ber ^ugef ge« 
mein buben. 

Turner {. (föegen 3uf. 1. unb 3uf. 2. »itb ber (Sogen beÄ 
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^auptheifrt aU ba< S^aaf brt fp^dtffc^en Sntfenrans {»tftr ' 
9unf(e brt 5tuse(fl(i(^e brtrac^trt. ' 

3ufa$ 3. 2)ie (fp^drifc^e) Sntferttung )n>eier 9<dra« 
pvnftt »on «nanbcc if{' ein falber J^uptfreitf. SDenn bet 
’ihigeiburcbmeffee/ an beffen Snben bie beibm ©egenpnnfte 
negrnf i(l (ugleicb ber ^urtbnteffec bc^ burcb fie gelegten 
J^auptfreifeö > ben er aifo ^albirt. 

3ufa$ 4 ! iDte Entfernung jtteier ipunfte A> unb B • 
(gignr 5.) bon einanber i^ ber En^ernung i^rer 6egenpunfte 
A' nnb B' gleich. £)enn legt man bnreb A unb B einen 
^auptfrei ^ , ber aneb bureb A' unb F gebt ($. 4. 3uf. 2.)r 
fo i({ ABA'=sBA'F; habet nach Stbjug bon 

- BA', AB=A'B'. 

3ufab 5. 3eber ^unft {»iftbtn A unb B finbet fei« 

^ nen ©egenpnnff jwifcben A' unb F, ber eben fo weit bon 
A' ober B' pbftebt» ald fener bon A ober B. 

Ofntnetf. Wtan fann habet foI<be Sogen, »!e AB, A'B', 
©egenbogen nennen. 


S. 7. ‘ 

Etfidtnng. SD?acbf man bie ©trabe AB 
tbe(d)e bie Entfernung ber Ebne eine4 ^reife€ ton bem 9)?it* 
teipunfte ber 5(uge( migt, bureb Seridngemng nach beiben 
©eiten )u einem £>urcbme|fer, fo btigt biefer auf ber i(rei^« 
ebne in bem 9)}itte(punfte fenfreebt gebenbe SDurcbmeffer bie 
Scbfe bed ibreife^, unb bie beiben ©egenpunfte, in weicben 
bie Slcbfe ber 5^ugeigdcbe begegnet, btigen bie $o(e beffeiben 
5(reife^, bie mir fo nnterfebeiben moOen, bag mir ben einen, 
gleieboiel.meitben, ben pogtioen, ben anbem ben negatioen 
^o( nennen. 

3 Ufa ö 1. 3e: e; ÄreW b«t n«r tin« Sl^bfe, meü bon 
bem CIRittelpunfte ber 5(ugel auf feine Ebne nur ein ^erpenbifel 
fdOt; aber eine ^cbfe gebbrt ju aOen ben Greifen, beren 
Ebnen mit einanber parallel gnb unb bon benen einer jene' 
3ltbfe b«t- 

\ 
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^cmeinfd^afditftc 9(<6fe nab bo^tr au(^ gcaKia^aftUc^c $o(e. 
X>a aber unter biefen {»«ralMen fbaea Bär r^e bnrtb bra 
SHtfelpuaft bet Äuget geben, nnb «uf ebnen, bfe fl(b fcbnel« 
ben (tnfe bfe bet .^anptfreife), eine unb biefdbe grabe £infe 
nicht fenfreebt fepn tana; fo finbet uä|ä ben .^aupttrelfen ' 
feine ©emeinfebaft bet SIcbfen unb 9)oIe ftatt. ‘ ' 

Sä fab 2. ®ebt tnaa «nf bie ebne eineb Äreife^ fenf« 
recht bie ebne |n»eiet j^aiiptfreife, fo ifl bec £>urcbfcbnift 
ber beibea ebnen bie SSebfe unb bie £)urcbfcbnitte ber J^aupt» 
freife ßnb bie $b(e jened Ärtifeä. 

b- 8- 

£ehrfab> 3eber ißol eined Ä^reife^ i|! boa aU ^ 
tea gJunften bet i))cttpbcr{e beffelbcn gleich 
tneit entfernt. 

©etteiä. eä feo CSibUt 60 DAA'E ein Sttii, bef* 
fint SIcbfe FQ bie ebne beffeiben in B fchneibet S)ie ©nt* 
femung beb $o(eb P bon ben beliebigen fünften A, Aü ber 
hJeripbrrie »irb burch bie ©ogen PA, PA' ber J^ouptfreife 
BAQ, PA'Q gemeffen. (J. 6. tSnmerfO 

S)ie ebnen biefer i^äuptfreife febneiben bie ebnen beb 
Äceifeb DAA'E in ben auf PQ ©entrechten AB, A'B, 
tbeiche äib Slabien einanber gleich finb. man bie Äu* 
geirabien AC, A'C, fo fInb bie iDreiecfe ABC, A'ßC we- 
gen ©ieiebbeit nOer ©eiten tongruent; baber bie ^entrimin- 
fei ACB, A'CB unb folglich auch bie ©ogen berfelben AP^ 
A'P einanber gleich. 

9Iub AP=A'P folgt für ben anbem ^ol AQ=A'Q. 

'•^nmetf. SDlon fami habet bie ^ole eine« Äceifet auf ber 
^Äugel bie fp'ttifcben SRiCtelpontte unb bie ©ogen AP, AQ bie 
fpbdtifcben Stabien beffeiben nennen, von weteben IRabien bann 
jebet ba^ ©upplement bei anbetn ifl. 

* ©3irb ffinftig fcblecbtbin von bem ©Ifttetpunfte eine« foldjen 
Äteifeo gefptoeben, fo foU bamit bet ndcbfle 9o(, aifo untet 

-bem StabittO bet fleinete oon ben beiben gemeint fepn. 
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: Safari. 9Jne fpunfte*^ »el(^e elnerW Cnfftmtms.öott 

einem fünfte P t>er ^ugeifidc^e ^aben^ liegen in einem cbe« 
nm Greife. £>enn man lege burc^i jmei ienec. ißunlte A, A' 
eine €6ne fenlrec^t auf bie grabe Sinie , welche t>oii F na<^ 
bcm 9)?itte((>unf(e C bec ^ugel ge^t Siet 6d>nitt biefer 
(Ebne mit ber ^Ujgffl4cbe ifi ein ^rei^, beffen SKittelpunft 
P, unb beffen Sfiabicu äße =PA=PA' finb, in beffen fpe* 
ripbtrie aifo aße fcRt »Rt I’A uon P entfernten fpunfte 
liegeR. • ■ • ' y ; 

, 3«fR§ 2. 3« f leinet BC iff, beflo grbgct Ifl bec. 
flöinfel AGP; beßo gr6§et alfo bet Siabin^ AP. 

gdßt B mit C unb bemnacb AB unb AC mit bet auf 
PQ ©enfrecbten aC jufammen; fo wirb SBinfel ACP = 
aCP= einem Slecbtenr unb ber Stabiuö aP ein Öuabrant. 

^er Diabiuä (aP) bc^ .^auptfceife^ iß affo ein Üua« 
brantf beffen ©upplement (aQ) ebenfaßä ein Üuabrant ifl. 

3 Ufa 6 3. fDa gletcbe ©ebnen gleicher Greife ju glei« 
,^en S5ogen geboren ^ fo fann man einen ^reiä auf ber ^u« 
gelßücbe befcbreiben mit .^ölfe eineö 3irl«l^ / beffen Deffnung 
bie ©ebne be^ (fpbürifcben) SKabiu^ mißt. Ißucb R^Rb man 
ben fpbariftben Sllittelpunft eineä ^reifeä ßnben, wenn man 
um i»ei fpunfte feiner fPeripbtn'e Äreife bcfcbreibt, beren 3ia* 
bien bem feinigen gleich ßnb. £)er SDurchfchnitt biefer Greife“ 
innerbalb be^ uorliegenben mug ber 09{ittelpunlt beffelben 
fepn, weil biefer in febem ber beiben j(reife liegt, ^ierau^ 
ergiebt geh ber ©a§; 

3ß ein ^unlt innerhalb eine^ Äreifeö auf ber Äugel» 
ßache »on jtoei «Punlfen ber Peripherie um ben Cfpb4rifchen) 
Siabiu^ beffelben jtreife^ entfernt^ fo iß er ber Cßvittelpunft. 
ober pol beffelben. 

3ufa$ 3. SBirb auf bie (Ebne eine^ Äreife^ fenfrecht 
bie €bne eined ^auptlreifeä gefegt/ fo gebt ber innerhalb 
be^ erßen ^reifed liegenbe ^ogen be^ J^auptfreife^ burch ben 
SKittelpunft beßclbcn (§. 7. 3Rf* 2.)/ bet alfo ber SRittel* 
punlt biefe^ fphdrißhen £)urchmeffer^ iß. 
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' 4 . 3 lu« 3 ttf. 2 . unb « 0 ie 6 t. fl(^ fdc 

J^auptfreife in^ 6 «fonberc: ' 

‘ 1) Der «Kittelpunft ober ^oI eine« ^auptfreife«’ fft bet« 

jemge ^unfr, weld&er Pott |toei ^unfteti ber 35e n'p^erie befi 
felbtn um einen 0 nobronten obfle^f. 

2 ) Der,€nbpun!t beö üuobronten, beffen ® 6 ne ouf ber 
(Ebne eine« ,0<»«Pt^«(re^ fenfrec^t i|l bet ?)oI biefe« 
j&auptfreife«. 

Jinmetf. ©0(b l|l In 1. nl^t iu öberfeben, bo? Me bort ' 
etwdbnten jwct fünfte nld>t ©egenpunfte fepn birfen; »eil Me 
tmi'blefelben al^ um ^ole befcbtlebenen ^auptCrelfe nicbt von ein« 
onbet oetfcbleben fepn fonnen (§. 7. 3uf. l.)> fonbetn ju einen 
jufammenfQllen, alfo feinen DurcbfcbnittSpunft geben, »le In , 
3uf. 1. 

§.9. 

?ebff<*Ö» 3ßettn raebrete Äreife fi(^ in benfel« 
ben jtpei $*unften fcbneiben^ fo (iegen ihre 
ipote in einem unb bemfeiben .^oupftceifc* 

S3ett>ei«. 6 cbneiben fict> mehrere Äreife- in benfelben 
Itoei fünften f fo hoben f!e bie {toifchen benfelben enthaltene 
gerablinige @ehne gemein. Da nun bie 9lchfe jebe« Greife« 
auf ber €bne beffelben fenfrecht fleht f fo fleht bie €bne it 
Itoeier Slchfen auf bem Durchfchnitt ber ji^ehbrigen ^rei«eb« 
nen, b. i. auf ber gemeinfchaftlicben ©ebne fenfrecht. Dahet 
müffen bie ©bnen/ melche burch febe {toei Slchfen gebilbef 
werben» entweber unter einanbet parallel fepn, ober in ei< 
net ©bne liegen, ©tflere« ifl aber nicht möglich, weil febe 
biefer 9lchfen»€bnen burch ben SJlittelpunft ber Äugel geht. 
Daher liegen affe in einer €bne, weldh«/ burch ben Sffitttl« 
punft ber^ugel gehenb, einen .^auptlrei« hübet, in welchem 
bie fßole affet fener Greife liegen. 

Sufag. ©inb a unb b (gigut 7.) bie Durchfi^nitt«* 
punlte, a, ß, bie $ole ober ^ittelpunlte ber fleh fchnti* 
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benben Greife; fo f?nb aa, a/?, ay bi( fp^irifc^en SXabün 
berftlbcn. i 

Ginb |i9(i bi’cfer Slabien üuabranttn» cttoa aa, aß, 
fo finb a unb b bie $oU bed Jgtauptfrctfe^ aßy ($. 8. 

4.y> aifo auc^ aOt äbrt'se Üiabien £lttabrantrn. !Btnn alfo 
|toei ober mehrere J^auptfreife f!cb in btnftlbcn {toei $anf« 
ten fdftttibtn, fo f!nb biefe ^nre^fd^nitt^punfte bie ^oie 
be^ienigen ^auptfreife^f in tpelc^cm bie 9>o(e jener j(reife 

i 10. 

€rf(irnng. Sen ®infel ober bie Sle'arro; b«'€b» 
nen jweier Äreife t*.. ;; wir fcbMtbi« ben ■ infei ber 
Greift nennen^ unb ic e ; biefin 9iulbru:f ,e' <f! nufXbeile 
bec Xretfe^ auf Sogen i r{Ie^:u alfu unter bem SBin« 
fei ober ber Sfeigung {toeter 5freiöbogen ben SBinfel ber }u« 
gebicigen jfeeidebnen. Sie Sogen eined foicben SJinfel^ 
beiden bann feine ©cbenfel. 

3ufa|. DCBaö alfo pon ben 92eigung^n>infeln ber €b« 
nen gilt» gilt auch bon ben Sßinfeln ber Greife unb Sogen» 
j. S. bag bie ©umme |»eier gjebentoinfel gleich l»»«i 3lecb* 
(en ig: bag ©^eiteltoinfel gleich gnb; bag in einem fünfte • 
cine^ jCreifed nur ein ^erpenbifel mbglicb ig u. f. to. 

, ^nm etf. SBcnn non bem SSinfet {Welec 66nen getebet tvlrb, 
fo batf man nicht oufee ^c^t lagen, baf jtoei @bnen immer vier 
USinfet bilben. Unterfcheibet man bie beiben ©eiten, »eiche febec 
6bne jufommen, alO pofitiO£_unb negative, unb bejeichnet 
ge f&r eine 6bne butch ^ unb A, für eine {»eite 6bne butch B, , 
fo la gen geh bie vier SBi nfel beibec gbnen burd) AB, AB, 
AB, AB baegeüen. »o AB=AB; AB=AB, alfo bie {»ifchen 
entgegengefehten ©eiten ber Sbnen enthaltenen UBintel einanbet 
gleich gnb. SB'elche ©eite jebet 6bne alO bie pogtive ju neh> 
men fep, ig im Allgemeinen roilltuhtlich; ^bucch befonbre Um^ 
gdnbe fann bief jeboch entfehieben »erben. Sa bucch einen ber 
vier ^infel j»eier Sbnen alle begiramt gnb, fo Fann man bei 
Setrachtung j»ciet 6bnen an einen SBinFel geh holten, unb bie« 

V / 
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)en{^ ®fUtn bet (Sbntn, tt»lfd)ta btnm bet getneinte SBinM 
liegt, aU pofkioe arbmen. tlmgeNbtt, ftnb irgmb »ie jwei 
tm bet Sbnm ald po(tth>e btjritbntt, fo fanit man brn {wiftbeK 
ihnen befinblicheu SQinfei at< ben ^infet ber,($bnen anfehen, 
trenn fihleehthin »on einem 5BinfeI gefproehen »Irb. 

Siefe äSemeefung ifl nicht gUichgitIttg, mit mit fogleich unb 
treitechin fe^tn »ecbem 

.. ' §. 11 . 

: S(ttfö«6e. ©en Äreife |u bt» ' 

Kimmen. 

' ‘ SBir tcoQett )wti gdOfe ntnerf^dben: 

1) nwntt We gegebtutn Act^e fith fthntibtttj ' ' 

2) wenn fl« fl<h nitht fchn«ib«. ■ , 

1) f< 9 tn acb, a'cb'.(gigBC 8.) |»«i Stufe , tbtldbe 
fi(h in c unb c' fi^neiben^ beten €bnm alfo bi« gerablinige 
Gehn« oc' gemein hoben, ©iejenigen Seiten ber beiben 
l^reiBebnen/ weiche bem $0?ttte(pnnlte bec Kugel {ugefebrt 
flnb> mbgen atö pofltibe, aifo ber eben bahin gerichtete SBin* 
fd bet Sbnen ntö ber }n beflintmenbe genommen werben. 

> ^ legt man butch bie IKitteipunfte bec beiben Kreife einen •' 
j^auptfreiB , btffen €bne burch bie IHchfe betfeiben geht (§. 9.) 
unb anf ben €bnen beiber fenfrecht fleht r fo fchnefbef fle 
biefe Krei^ebnen in ben grablinigen ©urthmeffern ab, aV, 
bie (ttgieich Sehnen be^ .^ouptlreifel finb. ®enn nun bie 
brei ©urchf(4ttitt^iinien breier €bnen nicht paraOel flnb, fo 
treffen (ie in einem fünfte {ufammen. müfTen aifo bie 
brei ©urchfehnitte ab, a'b', cc ^ch in einem fponltt/ d, bem . 
©urchfchnittdpunlte ber Sehnen ab unb a'b', fchneiben. 

©a nun bie €bne bed JEiauptfreifed ab'ba' auf ben bei* 
ben Kreidebnen acb, a'cb' fenfrecht fleht» fo fleht beren 
©urchfehnitt oc auf bem J&ouptfreife fenfrecht; baher ad, . 
a'd auf cc' rechtwinfiig » unb bet SBinfelada' ifl ber gefuchte v ^ 
Keigungdwinfei ber beiben Kreidebnen. 

Um biefen ndher in befliromen/. erinnere man fleh/ baf 
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btt Sßintet )i»(iec f!(^ fc^netbetiben 6t^neti ^alhm 

@umme bec jtoifc^en feinea ©c^enfdn unb jwift^cn ben 
€(^en!<In ' feiniö ©cbW«(t»mftW fnt^altenen SBogen» alfö 


bet SBinfel ada' = 


’ SSofltn Vb 4- SSogtn aaßA* , 


t({r bottbettm 


Vb »Ott beiben Äreifett eingefcblolfen, aaßcL aber 
fcbloffen tfl. 9Bic fbnnen aifo ba^ gefunbene ‘^efuUat fb 
, ouöfprecben; , ^ 

Der SRelguttg^tDinfel jtbeiet* fi(^ fcbneibenben Greife iß 
’gleid) ber'bolben Summe- bet »en beiben eingefiblofenen unb 
au^gefcbloflenett ‘ SJogen beb J&aupffreifeb/ bet burcb ihre 
gebt- Ober : beieicbnet manr b«‘95ogett bb% 
aaßa* tia4 :bet .^teibebtteu, jtlbifcben benen fte 

liegen f fo liegt a«/9a' jaifcben beti poffttpen-, bb' jWif^c» 
ten negatibeit Seiten becfelbenf ' alfo jebec jwifcben gleiebnr« 
-tigen Seiten r mdbrenb bie anbern beiben %ogen b'a, ba* 
jwifcbea nngleicbottigen Seiten liegen. Dnbet tilgt gcb bet 
eben-aubgefprocbene f® fitCtn; -■■'■'.i , 

. -..‘Dec Oleigungbwinlel jmeiec gcb f(^neibenben Äreife i(l 
; gleich bet bAl^tti Summe bet jmifcben ben gleichartigen Sei« 
ten ihrer ebnen enthaltenen SBogen beb^ butch ihre SRittel» 
punfte gehenben J&auptlreifeb. 

c2) Der gaH, wenn . bie Greife geh nicht fchneibenr Idgt 
geh aub bem Sibgehanbelten leicht ableiten. £dgt man niim« 

lieh ben SRittelpunft beb Äreifeb a'cb' in bem ^aupt* 

Ireife aba' herabbetbegen r mührenb ber anbre £reib bleibt^ 
fo nimmt ber e i n gefchlolfene SBogen bb' ab; wirb bei bet 
biogen S&erilheung ber Greife IRuH unb geht bann äber in 
einen aubgef^togenen IBogen, ber gir einen negatiben eini< 

fitfchlogenen jn nehmen ig. Die Summe per, 

wanbclt geh atfo in bie Dijferenj — — Unmittelbar 

lügt geh bieb bureh ben Sah ermeifen t Der SBinlel 'sweiier 
Selanten eineb ^reifeb ig gleich 'ber h<ilhen Differenz ber 
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t>on i'^nen a 5 d<f(^ni(((ri^ Siegelt ^reiM. ®inb ndm« 
lieb CSiflu*- ^ ) aVb', jifcef f!c^ mc^t fcfttitibenbe Äreift, 
fo liegt bec £)ur4>f(^ttttt'cc t^rec €6nen augerbalb ber ^ageO 
ttttb au^ ben oben angeführten Srünben müffen auch hier bte 
IDnrchfc^ttitte ab, a'B^ unb cc' pth in einem' fünfte d treffen, 
ttttb bec'SBinfel ada* ber ©efonten ad, Vd, ber Steigung^* 
»infrt ber Greife fe^n. äDeflRn SWaag ifl-nun bie halbe 5 Mp* 
fcrenj‘ber ' 5 Bogen ac/?a' unb' bV. , ! 

^tiei^nen mir au^ h<te bie 95 ogen unb bb' no($ 
ben ©eiten ber Äreidebnen, fo liegen beibe jwif^en ben po* ' 
gt(t>en<'©eitif| berfetben., '«»iibrtnb. {toibch^ tfen: negathnnt 
©eiten gar fein Xheil ber ^ugel liegt. 

€d ifi alfo ber SSinfel {toeier fleh - nicht fihneibenbeii> 
Greife auf ber Angelflüche gleich ber halben different 
ber jwif^en ben gleichartigen ©eiten* ihrer; €bnen (iegeny 
ben Sogen bed J^anptfreifed; ber b'urch. ihre 2 ) 7 ittelpuntte 

. ' ' 
^nmetf. Seibe ©üge {Tnb ^nalogieen bec erroühnten pla« 
»Imetrifchen ©übe. ' * 

Sufag 1. ^Da bei ber Serühmng ber Areife ber So* 
gen bb' berfchtoinbet, fo ifl ihr IReigungdtoinfel bann 

8flN?Ä* * 

2~’^ 3 » SBorten; 'JDer , 5 Binfel jweier geh, berührenben 

Areife auf ber Augelflüche ifl ber ^itfU bed Jioifehen bet 
pofltiben ©eiten ihrer ©bnen enthaltenen Sogend bedjenigen 
.^attptfhffed gleich, welcher burch bie ^ittelpunfte ber Areife 
seht ; , 

^ufa$ 2. ©egen b»ir in obigen Sornteln, unb {ivar 
in ber bed erflen gaBed für aa/Sa' ben gleichen SSerth 2«— 

2r — 2r'+bb', Wo r, r' bie fphürifchm JKabien ber Areife, 
er bie J^dlfte eined j^aupttreifed bebeutet, fo ifi ^ 

ada'=7C — r — r' + bb'j 

=(f-0 +(?-'■) ; 

3 W itttifen Salle ifi aa/Ja'=2n— :2r— ,2r' — bb'5 bähet 
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'ada'Äjr— r — — bb' 




per SBinfel {toeier (!c^ fc^netbenben ift alfo ber Gmoii^ 
ou^ bea Aomplemeiiten i^rer 'fHabitmifnb bcn bon betbm 
e(nsefdb(offenen S^ogen be« bnnb ibcc ^t»e[ptro(te geMben 
4^ttptfrcifc^ gUic^.' fdel fitb nk^ fc^netbeiibeti Treffen tritt 
bie IDifferetij {toifcben ber ^ompkmtRtenfumme upb bb' ein. 


IBei peft betÖ^renbln Äreifen enbücö »irb ada'=^^— 

+ r*)» aifo bet ettaime airf ben jbropUittetttcn 

bet Üittbieo aleicb- • . 

3o ölkn brei gdtten U^t Pc^ patt bet £orap(ementeo« 

fttinine + bet«p«bleii- 


funime tt— ( r-f-'r') fegen. ' 

^ Sufa.g 3. SCBirb tm jweitett 8«Be b'b=at^a'^ fo ifi 
ada'=^0; bie Äreife pnb alfo ' paraBel unb in guf. 2. 
bann et=r+r' -|rbb'j bie ipole bet beiben Äreife aifn @e« 
genpunk«; gemdg §. 7. guf. 1. ; 

3ufa§ 4. 3P einer t>on ben beiben Greifen eiir^niipb. 
Ireidf etwa bet, beffcn Siabiud mit r' beieicbnet tnat/ f« ip 

unb ed »irb bann' . . 


1) tpenn bie Äreife Pc^ ft^neiben: ada'^^— r+bb' 

= Äoraplein. r+bb'= Äoropleni. (r— bb'); 

2) »enn tie Greife p<b nitbt trefen: ada'=~r— bb' . - ’ 

= Äompleni. r— bb'= Äomplem. (r-fbb'); • ^ 

3) »enn bie Äreife pcb bentbttn: ada'=^ — r 

= Äomplcro. r. 

3«f«$ 5. ©ebf bet J&aaptfreid bute^ ben ^itttU 

punff bed anbern .^reifed/ fo ip bb's=r, unb ada'?=— 

2 " 
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J>et Cfp^dtift^e) Slabtu^ aifo atif fefnem Är«(f< 
fwfrecftt. — 

3(1 «u(ft bec 5Crei« «in ^opp«fr«i^, fo {(I f«lrt 
Slobiu« ein Duobront. - ' > 

©emnac^ fielen alle botn ipole ein«« J^anptfrtifc« auf 
btnfelben gejodenen üuabronten (entrecht auf bemfelben. ' 
Unb ba^er ({e^t (eher J^auptfrei^f bec bure^ bie ißor« 
eine^ onbetn ge^tf ouf bemfelben fenfreebf. 

3ufo$ 6. 6inb beibe ftcb febneibenbe Steife J^anpe« 

freife, fo fff r=^; r'=^; ttlfo^fbr SReigungöminfcI =bb' 

=aa/Sa . 3« SBoriettJ 

2)et ®infel jweier ^auptfreife i(l gleich berajenigen 55o» 
gen beg bureb ib« ?Jofe gebenben ^«uptf reife«, »eliber jtt>Ü 
feben ben pofttioen, b. i. jmifeben ben ben SSmfet einfcbliei« 
§enben ©eiten ihrer ffbnen enfbatfen iß. 

©inb <rffo Cgigur -100 ABC, DEC ^auptfreife unb 
FBE ber butcb i'bre ?5ole gebenbe, fo i|l SBinfel ACD=BE./ 
SDa bie' jDurebfebnitte ^auptfreife jugleicb bie gJofe 
be« bureb «bre gebenben ^anptfreife«, olfo BC unb CE 
I Üuobranten (Inb j fo »irb ber ben SBinfel ACD meffenbe 
93ogen BE gefunben, toenn man (eben ©cbenfel gleich einem 
, üuabranten nimmt unb ihre €nbpunfte bnreb einen J^anpt« 
bogen »erbinbet. ' 

Siifaß 7. 5Det SRebentoinfel adb' »on ada' i(l 

im jtoeiten galle =r+r'+bb'; 

im SBerübrunggfaÖe =r4-r'j 

ibie bie« au(b au« adb'=7*— ada' folgt. 

« 

. §. 12 . 

Sltrfgäbe. 2)ie Entfernung’ ber ^ole ittelcr 
Äreife auf bet Äugelfldcb« ju be(liramen.' 
^ttfUfung. E« fepen acb, a'cb' (gigur 8.) jmei ' 
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b« ^ofe beö trflm d", d; bie bed jmUen C, d'. 
JDa jebrt Äreid jwei $oIe ^at, fo ^nb t»ier ^olabjUnbe 
tor^anbtti/ .d"d', d"d' , dd* , ddT , tinUc binen 4"d'==dd', 
öld ©egcnSogettf unb d'd"4-d'd=d'd+d'd"==js, 
einen/ alfo tebec bec übrigen beflimmt if{. €d finbet olfo 
oueb bi(C/ wenn man fcbleebtbin t>on bec ^otentfiernung tweiee 
greife f(>ru:bt/ biefelbe Unbeflimmtbeit (taff / wie oben beiben 
^infelnber Greife. fBennwic inbeß au^ bieipole inpofttioennb 
negotioe unterre^eiben / nnb swat ben auf bec poffttoen €eite 
bec Äceiöcbnc itegenben ald ben pofltioen/ unb bie Entfer- 
nung bec pofitiucn ^o(e ald bie abfolute ^olcntfernung' neb« 
nieni fo erbd’lt bie Slufgabe ofififige SBefiimmebeif. 

©ied öoeaudgefebf, fe^en dj d' bie )>oPrieen ?5«Ie bet 
«reife. 3bc Sibjianb dd'=ad"d' if{ =d"b + bd'±=d"b4- 
b'd'— -bb'—r+i:'— bb'j füc fteb nicht freffenbe «reift ifl 
d"d'=r+r' + bb'; ffic «reift r bie ffcb berühren/ d"d'r=3 
r+r. SDiefelben SBerthe fanben wir oben (§.11. 3uf. 7.) 
^üc ben 92ebenwinte( bed bon ben «reifen gebiibeten tRei- 
gungdwinfeld. ' 

; SUfo ifl bie Entfernung berfßofe |Weier «reift bem ©np» 
plement ihred fS^infefd g(ei^. . • 

) S^f^h- ®ejelehnen wir «ffo bie ©eiten einer «ceid- 
ebne mit A, Ä: bie einer §weitm mit B, B; bie $e(e ber 
«reife mit a, ö"; /?, fo if{ AB + o^=AB+a/S== 

AB>^ afisssff. ' 

§. 13 . 

Stttfgabe. Ed iff ein «reid gegeben! man foH 
einen jweiten «ceid befthreiben/ ber mit 
bem erflen einen gegebenen fSinfel macht. 

9i u f 1 6 f u n g. Ed feb acb (giguc 8.) ber gegebene «reid 
unb ber gegebene SBinfei =w. SSon bem SSitteipunffe d" 
bed «reifed acb aud nehme man in beliebiger Stichtung in 
einet Entfernung =«— w einen jweiten g)unft d' unb be» 
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fd^teiit ttm d' ettun ICreid a'cb' t)oti 5t(ic6i8(m SHobltt#/ 
w<l(^er ber Stufgabe genügcit wirb. 

S5e»ei^. SDa bie «polehtfernung beiber Äreife =d"d* 
=7t-^w unb bec SSinfel ber Äretfe bera ©upplenienf ieuet 
«fl, fo ifl berfelbe =w. 

3ufa@ 1. S3efcbreibt man um d aU ^((telpunft einen 
Xttiß, beffen Siabiu^ =dd% fo fanit feber ^unft in ber 
tpecipbeWe beffelben fdc d' genommen »erben ; au^erbatb ber* 
fe^^ aber fann d' nicht liegen. £iarau^ folgt: 

SDie SOIittelpuntte aller ber Äreife, welche 
mit einem gegebenen Greife einerlei Sßinfel yr 
machen/ bilben »ieber einen ^reid, beffen 397it* 
telpunft ber bed gegebenen unb beffen SÄabiud 
ha^ ©upplement Pon w ijf, 

3ttfa§ 2. 3(1 bec gegebene Äreid ber J&auptfreid ABC 
([gigur 11.), fo liegen bie (pofltioen unb negatieen) iPole'al* 
ler Greife, bie mit ABC einen SBinfel =PD machen, in ben 
gleichen (parallelfreifett DBF, D'E'F', »eiche um P, F, bie 
?pole Pon ABC, mit bem SKabiud =PD=P'D' befchrieben 
werben. ^ 

©enn (ebec hat jugleich ald Slabiud PD'=P'D, bie 
©uppleraente Pon PD. 

QJott hen fpl^Ätifc^cn Sreierfen 
unh ^olpdonen* 

§. 14. 

CtfUtung. €(n fphdcifched -Ofeieef iff ein Pon 
bcei SBogen breiec Perfchiebenen .^auptfreife eingefchlolfener 
^heil bec ^ugelflci^e. SQirb Pon mehr ald brei S3ogen eben 
fo Pielec perfchiebenen ^auptfreife ein Sheil bec Äugelfl^che 
begreinjt, fo ifl er ein fphdrifched (polpgon, beffen, fb 
Wie bed fphütif^ttt Sreieefed ©eiten jene einfchließenben S5o» 

2 * 
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gm ftnb. S)ie ^r^bifatc gf eic^feitig/ gleic^teinflig/ 
ungleic^fettlgf regelm^gig o. f. ». 'fomntm bic> 
fm Siguten in bmifcibm 6innt |u, wie ben gleichnamigen 
rtnen. 

3ufo^ 1. 3« «•«<»« fphilrifchtn ©relerfe fann feine 
Geite ein ^qibfrei^ fepn. »Denn i(l unter ben SSogen (Si* 
' gur 12.) AC, CB, AB oer h^tt ein .^olbfrei^, fo finb A 
unb B 0egenpunfte; ber burch A unb C gelegte ^auptfcei^ 
geht olfo auch ^urch B unb e^ ffnb AC, CB nicht S^iTgen 
Perfchiebener Ärcife, 'fonbern ACB ebenfall« ein ^albfrei^/ 
bec mit bem anbern bie @pinbe( ACDB hübet. 

©0 ,fann auch ^tin ISJinfel be^ X)reiecfeö {Wei rechten 
ffiinfeln gleich fepn. 

Obwohl fph^rifche ©reiecfe möglich pnb mit einer ©eit» 
unb einem ffiinf cl , ' bie baö SOfaag eined .^alhfreife^ über» 
fteigen» fo ld§t geh bie SBetcachtung berfelben hoch auf folche 
jurüdführen, in benen jebe ©eite, fo wie jeber SBInfel tlei- 
ner alä ein J^albfreiö ig, auf welche wir unö baher aOeitt 
bef^rdnfen. — Saffelbe gilt bon aOen fphdrifchen ^olp« 
gonen. 

3ufa§ 2. ®ie ©pihen eineö fphdrifchen ©reieefe^ ober 
ipolpgoneö fbnnen nicht alle mit bem SRittelpunft ber Äuget 
in einer €bne liegen, weil fong fdmmtliche ©eiten in einem 
J^auptfreife liegen, bie ganje S> 9 ur alfo nur ein Äreiä fepn 
^ würbe. ' - ■ - 

S)aher fchneibet febe burch bie <?^en eined fphdrifchm 
»Dreiecfe^, ober, wenn ed mbglich iff, eine^ fphdrifchen ^o« 
(pgoneä gelegte €bne bie Ängelgdche in einem ülebenfreife. 

' ^nmerf. Oa bie @bnen bet Ätetfe, beten S3ogeo ein 
fphdtifche» IDteted obet ^otpgon btlben, im S)?!tte(pun!te bet Äu» 
ge( iufammenttegen, fo bilben ge einen f5tperltd)en Sßinfet bon 
eben fq biel ©eiten ol| bie gigut auf bet Äugeigdclje hat/ beffen 
©pige im 9)?ittelpunfte bet Äuget liegt, begen ©eitenwinfet bucch 
bie ©eiten be6 fphdrifchen ^otpgone» gemegen werben unb begen 
Sleigunggwinfet biefelben beO fphdtifchen ^otpgone» gnb. 
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Ctndtung. SDftö fp^>lrifcfte ^ofpgon, »efc^ei bur(^ 
bie yo(e bec 0eitcn tineä fp^drifc^en ^olpgoncö 
tv/rb, ^(ißt baä $o(arpo(p 9 on beffelben. 

Unter ben $oIen finb ^ier biejenigen gemeint/ tpelc^e 
auf ben bem Innern Slaume be^ $o(pgoneä ju^efc^rten ©ei» 
ten bec $5ogen liegen/ welche baä ^otpgon bitben. 32ennett 
wir biefe Innern ©eiten ber Sogen bie pofltiben/ fo finb bie 
$oie bie pojitiPen/ toie oben §.12. , 

gebtfaö. ®if ^Poiocitdt bec fp bdrifcben ^oip» ' 
gone ifi gegenfeitig/ b. b- ifi ein ^oibgon 
P bad ^olarpoipgon eine^ anbern. P*,' fo 
' ijl auch F baö spolatpolpgon »on P. 

Sewei^. fep abcde.... (gigur 13.) ein fpbdri- 
fc^eö ^Jolpgon (P) unb bie (po^tioen) ipoie pon ab, bc, 

cd, fcpen beijigiicb a, ß, y,...* SUerbinbet man biefe 

'.turcb Sogen aß, ßy, yd...., ju einem ^oipgone (P'). fo > 
ifl (nach §. 9. Suf) ^ bec spol Pon aß; c pon /?y; d poit 
yd u. f. tp./ alfo bie SBinieipunfte Pon P autb bie $o(e 
POtt P'. 

§. 16. ’ ' 

£ebcfag. l>ctt ^oiarpoipgonen finbef 

bie Sejiebung fiatt/ ba0 bie ©eiten be^ 
einen bie ©upplemente bec SJinfei bed an» • > 

bern finb. 

Setoel^. ©a bie Entfernung jweiec fpole baö ©ttp» 
piement be^ SBiniel^ ifi, toeicben ihre Greife bilben (§. 12.), fo 

finb (giguc 13.) aß, ßy, yö bejüglicb bie ©uppiemenfe 

bec SSinfei b, c, d.... Unb ba bie ipunfte b, c, d,... 
bie ^o(e Pon aß, ßy, yd... finb/ fo 0nb otud bemfeiben 
©runbe bc, cd, de.... bie ©uppieraente bec SBinfel ß, y, 

d alfo bie ©eiten febeö ^olpgoneö bie ©upplementc 

bec i&iinfel be^ anbern. 
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^nmetf. 1. Unttc ben ^elpgonen ftnb bte ^rele^e 
mft bcgtiffeti. 

2(nmecf. 2. 3t ßti^n bfe 3<>bl bet Seiten e{ne^ Q>b^ti' 
fd)en ^olijgoneö wirb, befio nielj)c ndf)ert eö |tcb tinet fp^)(Jtif^en 
Äuttje. 

Safjet muf e6 aud) ^olarfuttten geben, b. folcije Aucs 
V »en, beten fünfte bte ©Umente einet onbctn Stunt fTnb, . »elt^e 
©lemente al« *5««^ ^auptbogenö (be« 83etfi^)tung«fteife«) 

iettadftet werben. 

aud) ^oiatitdt gegenfeitig tfb unb baf jebe jwef 

, ^otatfuroen von einetUi ^orm ftnb, wirb im brüten Si)eiU ge« 
geigt werben. 

» 

§- 17. 

1/ 

S&egd(^nen tote bie ©efen eint^ fp^drtfe^en tnt( 

«> /?> y; beten ©egenpunfte mit^, js fo fc^neiben fld> 
bte .ipauptfeeife , beten ©ogen bie ©eiten beä ^rdedd 
aßy ftnb, auc^ in a, ß", jT unb geben fomif fet^ö ©ntdb» 
fdfinittäpunfte, bon benen fe jwei ©egenpunfte ftnb. iDa 
unter ben ©efen eine^ fpbücifcben £)reie<f^ feine ©egenpunfte 
»orforamen börfen (§. 14. 3»f* l*)e fo fbnnen obige bret 
©pfftme pon fpunften, ndrolic^ («,«); (.ß, (y, y); nnc . 

fo gu £)reiecfen berbunben werben, bag auä jebem nur ein 
fpnnft gtt gwei ber übrigen genommen wirb. 

^aber ftnben f?^ bie mbgli^en Kombinationen fener 
feeb^ fünfte gu £)reie(fen bureb ©ntwicfelung be^ ^robufte^ 

(a + a; (/S+'^) Cy + y), ndmficb «/Sy, aßy-, aßy, aßyi aßy^ 
aßy-,~äßy, Zßy. 

ftnb affo mit einem SDreiede f!et^ fteben anbre ber« 
bunben, bie wir ndber betrachten woOen. 3^ bem ©nbe fei> 

, (Siguc 14.) aßy ein fpb^rifebt^ ©reieef , beffen J^auptfreife 
ftcb in ben ©egenpunffen «, iß, y gura gweitenmafe febnei* 
ben. SSerwecbfeln wir y mit^» fo hoben wir ba^ »Dreiecf 
aßy, wefebeö bie ©eite aß mit aßy gemein f^ati bie onbern 
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©fiten «7» ßy |!nb bie ©upplemenfe bon ay, ßy.‘ ©io 
SSe^Ieic^ung ber SBinfel beibtr ©reifcfe ergiebt; ayß=ayß% 
yaß= ©upplcraent bon yaß-, yßa= ©uppUnient bon yßeu 
Söfificbncn wie alfo bie ©eiten beö ©reiectö ö/?j/ mit 
' a, b, c, unb jwar bie einer ®cte gegenüberliegenbe ©eit^ 
mit bem entfpreebenben S5uc^(laben, (yß mit. a, ya mit 
• u. f. n>0> ferner bie Sffiinfet mit A, B, C unb jwar jeben 
SBinfel mit bem feinem ©cbeitelpuntte entfpreebenben 55u(^* 
(laben (yaß mit A u. f. tb,)j fo ld§t fi(^ boö ©reieef bor:» 
' (letten burc^ bie gorra 




©euten mir noch bie ©upplemenfe ber ©eiten unb ®ini 
fei bureb borijontale ©triebe über Wen 93u^flabeR am 
ba^ ©upplement bon a bureb baö bon A bureb Aj fo 
»irb^baö ©reieef aßy bargeflettt bureb ^ 

aß^y} 'S 

a b c 

-ÄBc; 

(£€ geben oifo bei SSerroecbfelung einer Sefe beö ©rei« 
eefeö mit ihrem 0egenpunfte bie nicht unter berfelben (leben» 
ben ©eiten unb ^infel in ihre ©upplemcnte über, ©aber 

hoben mir an bem ©reieefe e » b c \ bie a n U e g e n b e n 

( ABC ) 

I a ßy\ ( aßy\ iaßy] 
a bc I j I a bc I ; I a b c 
ÄBC) (ÄBC) (ABC) 

. Dlacb bemfelben Slermanblung^gefege mirb 


aßy bureb Sertoufebung bon ß mit ß baö ©reietf 


man au^ 

ab c 
ABC 
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weldje« biefelfcen ©eifm tinb SBinfel ttie (aßy). 
®’e fonacft (,öß7)^ößyi fo iß a\xß) (äßy)=(dßY)i 
- unb (.aßY)={aßy); enbli(^ noc^ ä^==aßY- 

Untec ben acftf ©retetfett, »e^c burc§ brei fiaupttreife 
geSlIbet »erben, flnb olfo je i»ei «manber nac^ l&ren ©eü 
teil nnb $S$infe(n ßlticff} ndmlic^ 

aßy='ä^} 

oßY='äßY; . , 

ß/9y=c^7> 

aßY'=:aßY; 

iemerfen »(c babel nod?', bag in jebem ^aare gleicher ©ret- 
erfe ble €cfen bed einen bie ©egenpuntfe ber €(fen im on» 
bern, folglicb ouc^ bie ©eifen be« einen bie ©egenbogen 
ber ©eiteiu im anbern flnöj fo fbnnen »ir fotc^e faglit^ @e* 
genbreieefe nennen. 

3ebed fpbdrifc^e ©teieef i(f olfo feinem ©e» 
genbreieef noc& ©eiten unb SBinfeln gleicb. 

, ©0 mit jebem fpbürifcben ©reiette oudj fein ipolorbreied ' 
gege6en> iff, fo f!nb mit einem ©reieefe getd oc(>t net» 
febiebene ©reieefe gegeben. SJejeiebnen »it ndmücb bie 
iPoie ber ©eiten eineö ©reieefd mit o', /?', / j beren ©egen» 
pnnfte mit ö^, y'j fo gnb biefe oebt ©reieefe folgenbei ' 
aßy] 

abej j 
ABC) 

jABCj ; 

(abc) 

> »0 bie unter einonber (iebenben ©reieefe ^olorbreietfe gnb. 

-,§. 18 . 

Slueb jebcö fpb^cifebe ^olpgon b«t fein ®c* 
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genpot^öon, ba« raff l&ra ({nctlei ©eften anb 

Denn Pnb a, ß, y, d, bi'e €cfen einei fpb^rU 
fcbea ^polpgoncö, in bet «nsegtbeneti SÄeibe auf emanberfoU- 
genb, unb a, ß,y, T,.... beten @egenpunfte> fo ifi ba^ 
fp^dtif^e 2Dteie({ aßy ba^ ©egenbtetecf ton aßy; ba^ee 
ffiinfel eben fo ^nb ’ßyd unb ßyd ©egenbtetecfe/ miU 

bin SBinfel y=y a. f. ». ©tt ©eiten abet öj, 

Se flnb ben' ©eiten aß, ßy, yd,... oW ©egenbogen 

gleich. ~ > 

2fnmetf. ®fe Sfabfen tom 2Ritt«lpunffe bet Äuget nach 
ben fedten jwefet fpbätifthc« ©egenpolpgone bilben jwel fätpetlicbe 
SBinfet, ble tote Soppelfegel m(t ©pi^en einanbet gegenfibeif» 
liegen. ®a je iwef ju ©egenpunften gebitfge Dtabfen einen Än> 
gelburdbmeffet unb ]e {wei 2>urcbmeffer nur eine 66ne bitben; 
fo netben jene {5rpet(icben SSinfet butcb gemeinfcboftticbe ©bnen 
gebitbet, unb fon>of)t ii)te ©eltentvinfet, ald ibte Sleigungetohtbl 
ffnb gegenfeitfg ©cbeitettoinfet. IDfan (bnnte habet ^olä)t ficpeta 
liebe Doppettoinfet mit Steebt fötperlttbe ©dbeitetrointef 
nennen, bie einanbet gleicb bie ebnen ©cbeiteltpinfet. 

19. 

•' ©enft raon ftch (gigut 14.) ba€ fpbütifcbe Dteied aßy 
öbet fein JRebenbteied ’äßy hinweg auf fein ©egenbteieef aßy 
gefchoben, fo fdfft^ «nf ß> J auf “/• ©ollte auch « auf d 
jaUtti, fo »fitbe aß=^y=ay, alfo «/?y ein gleichfchenfliche^ 
©teieef fepn. ©a^ttit inbeg bei aDgemeinet IBetrachtung bie 
©teteefe afg- ungleichfeitige totau^fegeh muffen, fo ttitb im 
SlOgemeinen a nicht auf a faOen, bie ©eefung bet ©egen« 
bteie'cfe' olfo unmbglich fepn ; benn an ein umgelehtte^ 3luf« 
einanbetlegen, wie bei ebnen ©teieefen, fff hier nicht'ju ben* 
len, well bie fontepen Obetfldthen bet fphdrifchen ©rtieefe 
' (Ich nicht beefen. , 
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er Söitftt bag fpWrjft^ ZXtitdtf jpatfjQhii 

Aud einerlei ©eiten nnb SQinfeln jufammensefegt/ bennoc^ 
feine IDecfung iulttlfen f6nnen , erttuQt . in ber ge&re »on bet 
@(eic^^eit berfetben eine ©^tnierigfeit/ bie bei ebnen IDrei» 
((fen nicht gattgnbet/ bie wir inbeg umgebtn fbiinen/tbenn 
ibir noch ertbd^en , bag ein fph'i^tir^e^ IDreied nud breiett 
(feiner SBeganbtheile (©eiten, SBinfel) äberhaupf nur auf 
^ zweierlei Slrt iufammensefeht fepn fonn. S)enn gnb bie ©ei« 
ten eine^ IDreiecfä n, b, c,* bie SSinfel A, B,' C unb neh« 
nen wir {. eine ©eite mit ben anliegenben ^infefn/.a^ 
B, C; fo fbnnen B unb C nur jwei Sagen haben, entwebec 
B — a— C, ober C— a— B j ein britter goß ig unrabglich. 
^ber nehmen wir jwei ©eiten mit bem eingefchloffenen Sßinfef, 
ä, b, Cj fo fbnnen bie ©eiten a unb b nur auf jweierlei 
^rt ouf ben ©chenfeln beö SBinfeW C liegen, entwehec in 
ber Drbnung a— .C — b, ober b — C— a. ' ^ , 

!., SDapIbe, Idgt geh »on jeber Seme ou^ ben Elementen 
8, b, c, A,_B, C erweifen. , • . 

IDa aifo brei ©tude tiiteä nur auf zweierlei 

girt jufammengefeht fepn fbnnen; in ©egenbreieefen aber )ebe 
brei ©tMe immer auf berfchiebene^ ^eife jufammengefegt 
(inb, fo folgt hieran^ t 

©inb brei ©töcfe eine^ fphdrifchen Sreiedfe^ T gleich 
breien ©töcfen eineö anbern IDreiecfeö T', fo ig bie ^t ih« 
rer Sufammenfegung in T' entwebec wie bie in T, ober wie 
bie in bem 0egenbreiecfe T be^ legtecn. 

, IDaher Idgt geh bie ©leithheit na(h ©eiten unb 25in* 
(ein jweiee fphdrif^en ®reiecfe T, T' entwebec au^ ber un« 
mittelbaren Äongruenj oon T* mit T, ober auö ber mifteU 
hären non T* mit T herleiten. 

Sluch bei ©egenpolngonen gnbet bie Unmhgli(hfeif ihrer 

IDecfung gatt. Senn fchiebt man ein ?)olngon F, begeti 

©efen a, /J, y, ; . . . 9 , ^ gnb, auf fein ©egenpolpgon P, 

begen €(fen o, ßy y, • . »g/t gnb, fo bag ce auf a faßt, 

# * 
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fo »«rbeit "ß, y, d,' »on a nac^'tiet 'tnfgegengt» 

fEßten @<lte teilen, »It ßt y> d , .... an a, anf folsenbf 
SBtifet ■ "V 

«<?/••■»» ‘ 

' yß» ■ ' . ' : . . 

Sl^ec auc^ ^iec t(l Hatf ba§ ein ipol^son nur auf |tne{tc« 

(et !Urt auä feinen Seiten unb (£ßinfe(n, bie in gedebenec Orb« 
nung ficb «n einanbec reiben,, jufaramengefeöt fepn fann; , 
©enn i* S5. on bie €ife ß fcbliegen (leb bie €dEen « unb 
cnewebet in bet Orbnung aß'/', ober yßa. \ ^itbin (5gt ficb 
auch bie ©leicbb^f fpb^rifeben spolpgone entmebec auf 
uumittelbare Äongruenj,. ober auf mittelbare buteb bag @e- 
genpo(ngott grönben. 

3tnmerf. ©pb^tifib« ^vtUSt unb ^Jolpgone, welche au8 
einerlei 0eiten unb SSinfeln begeben, unb in betten frotner gleicbe 
0täcfe geb an etnanber fugen, aber nach entgegengefebttn 0(i(b< 
tungen, beifen'fbmmetrifcbe Steieefe ober ^olpgone. , 

3lu6 bem Sbigen ig floc, bap fpmmetrifcbe ^olpgpne ober 
SDreieefe ntcbt6 onbet^, al0 ©egenpolpgone ober @egenbreiecCc gnb. 


SebefAb. QBenn in jmet .fpb^tifeben ^reiecEett 
. j»et ©eiten mit bem etngefcbloffenen.SBin- 
fe( gleich finb, fo f inb bie £>reiecEe einan« , 
ber gleich nach ©eiten unb IBi.nftln. 

95ett>eiö. 3n ben SreiecEen CS>9«t 15.) ABC unb ' 
A'B'C' fepen bie ©eiten AB, AC ben ©eiten A'ß', A'C, 
ber 2Binfel A bem SBinfel A' gleich, unb biefe btei ©tötfe 
in beiben £)reiecEen auf einerlei ^rt fongruirt. ^an lege 
A'ß' auf AB, fo fdnt, »eil A'=A, oueb AC auf A'C', 

Cf auf C, unb bie, JDreiecEe beefen geh. i 

©inb aber bie angefübeten ©tütfe in ben SDreieden auf 
entgegengefebte' 9lrt iufamraengefe$t, »ie in A'ß'C* unb «|Jy, 
bem. ©egenbreitcE uon ABC, fo ig A'ß'C' auch bero ai?y 
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fBinftln Qltidtf t»ei( d fl(^ mit ABC 

btät, - , 

3«f<»6 1* 3« gleichen ©rtterfen Kegen gleic^m ©e^ ' 
een gleiche SEBinfel gegenüber unb unjgefe^rt. 

(3ufo§ 2. 3n jebero fp^arifc^en Srejetfe Kegen glef. 
^en ©eiten gfeic^e «UJinfef gegenüber. 2)enn i(i in ABC 
©eite AB=AC, fo ifl auc^ im ©egenbreiecf c/9y ©eite 
«r/S=oy 5 Überbein (fl SBinfel C=j/; B=/s. gjig gleich- 
f^enflicbe jörefetfe becfen f?cb aber ABC unb a/3y, unb jwar 
G mit ßi B mit y; auö C=y unb B=y folgt nun C=B. 

Sttfag 3. ©inb alle ©eiten eineö fr^drifc^en ©reietW 
gleich/ fo finb aOfe (Kiinfel gleich. 

5. 21. 

. X. 

' «ebtfae- SBenn in |we( fpbdrlftben ©reiecfen 
:bie ©eiten beä einen ben ©eiten be^ an« 
betn beiögiic^ gleich finb, fo finb; eg auc^ 
bie ®infei. / * - ^ , 

35ef»eiö. 3n ben 2)rcierfen ABC, A'B'C fep AB=; 
A'B' ; AC=A'C'j BC=B'C' unb biefe ©eiten fepen auf 
entgegengefeßte 2irt fonflruirt. SDlan benfe ficfi A'B'C' unter 
ABC fo an baffelbe gelegt, bag A'B' auf AB fdßt; fo ifl 
in bem gieic^fcbenflitben Sretetfe CBC ®mfeiBCC'=BC'Cf 
hl bem ebenfaßö gicicbfcbenflicben ©reied CAC {g 2Binfel 
ACC'=3AC'C; babcr BCC' + ACC'=BC'C + ACC b. {. 
SBinfel ACB=A'C'ß'; foigiicb bie JDreieefe ABC unb A'FCT 
gleich nae^ bem porigen £egi;fage. 

©inb aber bie ©eiten in beiben )Dreieefen auf einerlei • 
2irt longruirt, fo nehme man für boö eine fein ©egenbreicrf. 


£eh(f<td> SSenn eine ©eite unb bie anliegen« 
ben aßinfei in jmei fpgürifchen ©teietfen 
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• f' 

dlti^ ftnb, fo finb bie S^retedEe nac$ @eU 
tttt ttttb SBinfeln einanbtr j,-. 

SBftoeiö. ft9 te bett.Sttt’tcfen ]»>cj anb 

I ' ' 

©eUe c=c , «Sinfel A=A',- Bs=sB'. 3a i> 


a'b'c' 

Ia'B'C 



abcV 1 

a'bVc' 

ren ^olarbreiecfen 

Äßcj ^ 

A'B'C' 

■ 1 

a bc,j 

Zb’ ? 

, 


if{ banaÄ=pA'4 B; 


Funbcrzrlc', alfo jt»d ©eittn mit bem tinaff^fofftnen SBin» 
fei aleicb/ bober auch r=ä*j b=b’j C=C'5 worauf aj=a 
a'; b = b'; CJ=C' folgt 

3ttfa§ 1. J^at ein fpb^rifcö«^ J»ci glei(^c 

SBiafel, fo Pnb aui bie benfelben gegenuberllebenben ©eiten 

(a/?y 

«inanbec gleieb. Ätna au< A=B im IDreiedE jabcj 

■fABG» 


folgt 


ab c 


A=B im ipolatbreierf b«b«*ä=b ($. 20: 3af. 2.}> 
'äbc^ 

l 4 

wotauö fidb a=b crgiebt 

3ttfa§2., €in gleMf^winflicbti frb^tifcbeö äDrdttf ijl 
Ottcb ein gleicbfeitige^. 

t 

S. 23. , . . 

gebrfal* bie SBinf el jmeier fpb^rifcben 

SDteiede bejöglicb gleiebr f» 0»»^ 
bie ©eilen becfelbea. 


1 , 
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•• I 

ctßy\ I o* Z?* / j 
abcf [a'-b'c ( 

ABcj (awI 

be» tJolarbreitdm 

abcV' ft'b'c'l 

5?E! » Ä=Ä'j ß=ff ; c=c’} aifo 

& bei • ^ b*'? J . . , 

b(e ^otarbreieefe i^«n6eiiett, mithin «uc^ f^ren ©infelit itoc^ 

(§. 21.) 2lu^ a:=a', bs=b', cs=c' fotgt baim a= 
a', bs^b', d=c'. , 

*■ : ’•■ §. 24 '■ “ ■■ 

2cbtfa§. 5Dle ©umrae ber ©et’ten efne^ fpH- 
flfc^en ©teietfeö ifl tleinec aU ein ^aupt» 
frei4 ^ 

S5en>ei4' 5D?«tt lege btir^ bie <Sdtn beö ©reierfe^ 
ABC .(Sißue 17.) eine ^bne, ttelcbe bie Äugelfldc^e in bem 
3?ebenfceife AbCaBc fc^ncibet. (4 14 3uf. 2.) Z>a anttc 
ben Äeciöbogen jtnifeften jwei *Punften ber Äugeifldc^e ber 
Sogen beö ^lauptfreife^ ber liSrjefie ifl (§. 6. 3uf. 1.), fo 
m ©eile AC<AbC;'AC<BaCj AB<AcB; baf>er bic ’ 
©nnime nOet ©eilen Heiner al^ ber Umfang be« aiebenfrei- 
fe^, um fo rae^r alfo «einer ofö ber Jönnpifreiß. 

aßy 

' 3wf<*Ö i* 5£Ble im ©rlietfe abc a+b+c<27i 

ABC 

i äßy] 

abc > a+b+c<27T. 

Abc) 

tHbbirl man ^/er auf.beiben ©eilen b + c, fo ifl a + 27 r 
<C27T + ij+cj ba^er a|<b + c. ffn SBorlcn: SDie ©um* 


i V > y) ’ 

S e » e i 4 ■ Sßenn' in ben Srefeifen 

* ;>/' 

t * 

A'=i=Ä'VB:i=ff, c^cr iff? fo {fl in 
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me irneter ©etfett’ einiS fp^dcif^en ijl 

jrJger., ble britfc ©eftc. 

* 3ttf<tö 2. 2(u# b.+d>a folgt b>a—c, b. 9 . feb( 
©eite beö, fp^drtfc^en S5rete<fci i|i gr6ger «(« 
bie Sifferenj ber bcibeh anbejr«. r 

3« Slttf bd# tpofarbrefecf \ÄBc> angetpenbef; 

' ' ' '■ ■ '( aEc j ■ ' ' 

gitbf ber ?ebrfflÖ Ä+¥-f C'<27r, b.' u «— A + fr— Ö 
+nr— C<27r, Worauf jt<A+B + C folgt. 25'ie'@um' 
me bet SäStnlel «ineö fp^drif^eti Sreiectö iff 
clfo ftetö grdfer «lö jb et Siechte. 

sD« jebec SBinfel Crr, fo ifl* A + B+C^3?r;. olfo 
Jt unb 3/t ,bk ©renjen ber*®infelfunmte. - . 

Sie ©renjen ber ©eife'nfumtne iß 0 unb 2fr j bet 3(6» 
jfanb beiber ©renjeti atfo $leid). 

3 u f a ö 4. SBie tm Srelcde a/3y nadb Jnf. _2. A + B 
+:C>7r iß, fo j(l im 32tbtnbreictfe äßy aaä^ A + B + O 
>7t, b.'i. A-fyr — B+jrt — ,C>7r, »orauö A4-7t>Ö 
+ C folgt. Sie ©umm'e jmeier SSinfcl öbertr iff< ' 
ben britten um »eniget «(« jwei Siebte. i 

Sufttö 5. Slu^ n:<A+-B4-C folgt 7T--A-<B4-Cf; 
b. l, A<B + Cj unb öu 4.7T>A+B— C (3uf. 4.) folgt 
Je— A>B-r-C, ober Ä>B— C. . - ^ 

3n SBortent Set Slugenminfel (A) eine^ fpbdtifcben 
©ttiecE4 (b. b* bet 9?ebentpinlel eineö SBinfel# im Sreicef) 
ig Heiner olö bie ©urame/ ober gtdger ofö bie Siffetenj ber 
beiben innem SBinfel (B, C) be^ Steieefe^, -beltbe“ ibm ge» 
Sendber liegen. . ~ . > 

' 3 » r<* 0 6- Sie ©um'me itpeiet ©eiten eine# fpbdrk 

Wen Sreietfg ig oueb grdger olö bie ©umme jtteier Sogcn> 
belebe Pon einem fünfte innerbolb beö Steied^ noch ,beri 
5nbpun(ten ber britten ©eite gejogen »erben. Senn finb 

I 
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im Steitd 'ABC (giguc 18.) DA, DB fof^e SBogtUf fo 
Derldngere man AD 6i^ an BC, bie In E trift. 3m 
' ^rtic^ AEC if{ bann AC4-CE>AD + DE C3**f* ^0» 
Jm ©K«rf BKD J(l DE+EB>DB; ba^er, wenn beibe 
Ungleicbunden abbirt nnb DE auf b|[ben @dttn fubtca^ict 
Wirb AC q- CB + > AD + DB. 

. SQ3a5 ben SBinfel x betrifft, fo iff ec <C4-y*i4-z, aber 
>C— Cy-fz> Senn eö i|lx<u4-y; nnb x>u— y; 
■’fSnf* 5.) eben fo u<C + z nnb n>C — z, ba^ec x<C. 
+y + z nnb x>C— (y+z). 

' ' t) §. 25. 

Se^cfa®. 3n febem fpbj^etfcben ©ceted feM 
bem gtbffecn SSinferlie 9c60ect ©eite sei 

«c M ' • * 

atnnhtv. 

'5 Sgeweiö. €ö fep im ©reierf ABC ber SEBinlel B>A; 
SRadjt mon burcb ben 95ogen DB ben SEBinfel DBA=A; 
fo ijl AD=DB. (§. 22. 3uf. 1.), 3n bem ©reietf BCp 
ijl DB'+DOCB, babec AD+DC, b. i. AC>CpJ, . 

3ufag 1. 2lucb (lebt bec grbgecn ©eite btt 
gtb§ece SBinfel gegen'über. ©enn ifl AC>CB, fo 
fann nicht A=B fcpn, »egen (§. 22. 3uf. 1.); auch lanii 
' 4ti(bf A>B fepn, wegen beö eben bewiefenen 2ebrfa|e«,' 
©abec raug A<B fepn. 

* 2fnmctf. ©a« ^olatbrefed würbe baffclbe Siefulfot ouf 
(trectem SBege geben. 

Sttfoö 2. 3c nftcbbem bie ©umme iweieic 
©eiten eineö fpb^cifcben ©ceiecf ö grbger, obc© 
Heiner, ober eben fo gcog i(l, alö ein .^albfrei^^ 
ifl ancb bie ©umme ber'gegenübec liegenben 
SBinfel'grbger, 'fbeiner, ober eben fo grog al# 
iwei SKecbte. 
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°ßy\ ^ ^ 

©enn i|l tm ©rtiecE (abc> a+t=«> fo i(la=fs 
ABcj 


~b, ober a=bj alfo im Siebenbceiect { a'Ec) aa^ A 

I ABc) 

CJ. 25. 3»f. 1. uo5 5. 20. 3»f. 2.), ob« A0it— B) 


i«ßy 


ba^tr A + B=ff. 

Sofa$ 3. UrogefebrtJ 3« na^bera bie ©uranic 
l»eier SBinfel e(neö fpb^fifc^en ©reiecJeö ftti* 
gtr, ebetifo grog, ober flelner «fö j»d SÄecbte 
1(1, ifl aui bit ©untme ber gegenilberltebenbeit 
©eiten grbger, eben fo grogf, ober ((einer aU 
ein JS^anpt(rei^. 


§. 26. 

®le fo eben entioitfelten merfwürbigen €igenfcb«ft<n bei 
fpbdrifeben ©reieefei füb«» ««f ««•>« »i<^0'3< 

Folgerungen, ju bereu €nt»i(felung toic Solfltnbei boroni» 
febiefen : 

L 8eb«f«6- 0 ®«nn bie ©umme itoeier 25o- 
gen (ober ®itt(el) deiner ali « ifl# fo id ber 

deinere <^> 

f% 

■'2) ijl bie ©nmrae >n, fo mnf ber grb0ere >-j 
fepne 

3) jtoeibeutig ifl im erjfen gade ber gtogere, 
im jweiten galle ber deinere; 

4) in beiben g4dtn aber (ff bet iweibeutige 

3 
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93odcn bem Üttabranfett a(d btr an* 

ber«. 

' .S&ett>ei^. SDie Slic^tidfeit bon 1)/ 2)^ 3 ) fdUt in bie 
kugelt. 

4) betrifft/ fo fen 

. a) für ben erffen gatt ber grbffere SSogen :±:AB Cgfgur' 
20.) «nb A'B'=AB gemacbt »Der Heinere SSogen 
mug alfo <AB, fofgticb entfernter boro 0uabranten 

AO fepn. 3fl ber gtbgere Sogen >~, etwa =AB'i 

. fo «»«§ 58oraugfe§ung in 1 ) tbegcn bet ffeinete 
<A'B'y a(fo ebenfaQg entfernter bom Uuabranten 
' fenn. 

b) göt ben jtbeiten gatt fen ber Heinere Sogen AB ober 

AB'} ber onbere muff nic^f nur >- 2 » fonbern auc§ 

' gr 6 §er/ atö AB', alfo ebenfaOg entfernter bom 0ua« 
branten fepn. 

II. &'ne Kbnlicbe Setracbtung giebt bie SHdbtigfeit ber 
Urofebrung: SCßenn bon }Wei Sogen g>, rjj ber ei- 
ne/ q>, bem 0 uabranten ndber iff/ a(ä ber an* 
b«ee> V'J f® »J»tt§ 

TC 

1 ) wenn g)+^< 7 r iff, fleitrere unb <-j 

fepn; 

2 ) wenn 9 > 4 -V'>^ V' grbfete nnb gr 6 - 
§er'alö ein öuabrant fepn. 

»Denn eö fep 59 = AB ober AB' unb 

1 ) + SB^re nun f® niü§te tp audb 

>AB', alfo q> + iiJ>TC fepn, gegen bie Soroug* 

fegung. 2B4re 'ip=^y fo »dre g> nicht be'm 0 ua* 
branten ndbcr. Slifo (ann ^ nur unb mug bem* 

, , , (jj!!' ■' -«III / 

nach au^ <g) fepn. , 
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* yr 

. 2) fet> q> + tp>n. SBdre rp< — y fo mögt« et 

> :<AB; aifo (p+ti)<n fcpn, »oö mit ber SSorauJ. , 

. fc^ung grcitet; eben fo 'wenig fonn ^=n fepn. ©a« 

^ec niug »nb ber grbgere Sogen fepn. 

i. 27. 

©iefe öuf bie ©eiten unb SCBinfel beö fjjgdrifc^ett 
©retedeä angewenbet; etgeben Solgenbe^: ' 
l>5ajenn jwei ©eiten a, b eine^ fpbdrif^en Sreiecft^ fo 
befcbn(T«n pnb, bog a4-b<7r, unb a<b ig; fo ig 
a fleinec olä bet 0nabtont Bugleicb ig aber ou^ 

A+B<7t unb A<B, bflbtr ouc^ A<“j' alfo 

^ gnb a unb A gieicbartig. 

2) SBenn a + b>yr unb a>b ig, fo ig b'onn 

ig ottcb A-f B>7t unb A>B, bo^er oucb A>^; 
oifo a unb A gIeid)ortig. 

©0 in beibcn gatten b unb B bem 0uabronten ndb«t . 
gnb, olö a unb A (§. 26.), fo folgt wegen 26. II. ^ieroud 
bet ©o|: 

,^cnn bon jroet 0eitcn ctncö fpHri» 
fd)cn . Stciccfeb bie eine ü;ret ®.r6gc na^ 
»om Duabranten entfernter ig, ol5 bie an* 
bere, fo ig fie mit bem gegenüberliegen» 
ben SOBinfel gleichartig. , 

SEBenberi wir bieö auf affe brei ©eiten beö ©reiecEeö an/ 
unb nehmen c alö bie bem öuabranten nüchge ©eite, fo 
folgt au^ ber SSerglficbung l),jbon c mit a, 2) non c mit 1>, 
bag a unb b mit ihren gegennberüe^nbcn ^infeln gleich» 
attig g»b.' -ü- 

3* 
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2lIfo finb in jebem ®rtel«rfe 

qniitflenä i»(i ©eiten gteic^artid mit ben ge« 
genäbecliesenben Söinfeln^ un^ jtnar bie(e* 
nigen/ welche bon bem Ünabcanten entfernter 
«lö bie britte ©eite finb. 

2)er SXeiiproiitdt ber ©3$e in §. 25. 3uf. 2. unb 3uf. 

3. »egen lofien in obigen ©^Ififfen bie ©eiten mit ben 
Sßinfeln bertoecbfein; unb eä ergeben fteb bie Umfebrungen: 

58on j»ei SCBinfeln einei fpbirifcben ©rei» 
etteö i|i ber öon bem SXecbten entferntere mit 
' ber gegenüberliegenben ©eite gleii^arfig; 
unbe 

' 3tt jebera fpbürifcben IDreiecfe finb wenig« 
(ien^ iWei SBinfet unb jwar biejenigen, weicb'e 
t>ora SReebten entferntet finb aU bet britte 
SBinfel/ mit ihren gegenübetnegenben ©ei« 
ten gleichartig. 

2(nmecf.| ©af bie btiffe ©eite mit bem britten Sßinfel im 
3fffgemeinen fowobl gleidjattig oii ungleichartig fcpn fonn, geigt • 
eine einfa^e SSetrachtung. ®tan tann ndmlich ben , ©chenfeln 
AC, AB, eine« SBinfel« CAB, beten ©umme nicht gröfet al« 
ein anabrnnt iji, jebe beliebige jOeffnung, fiumpfwinf liebe unb 
fpiöminf liehe, geben, »dhtenb bie (Snbpunfte B, C bet ©eben» 
fei um weniger al6 bie ©umme bet beiben ©ehenfel, alfo um • 
»eniget al« einen Guabtanten pon einanbet entfernt |mb. (§. 24 
3uf. 1.) 

Stimmt man flatt bet ©umme bie ^ifferenj bet beiben 
©ehenfel AB^ AC nicht fleinet al« fo bleibt BC immet gr6» 

al« ^ (§.. 24. 3uf. 2.) , wdh^tnb i«ne ©ehenfel fpige unb , 
jtumpfe SBinfel bitben fännen. 

3ufö§ 1. 3iuö btr SRegiprogifeit ber entwirfeiten ©dge 
folgt, bag ber bem Öuabranten ndbeten ©eit« auch ber bem 
Siechten ndbtre 2Bintel gegenübergebe; unb urogefehrt. J&ier* 
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au« aUx; finb }»ei . Seiten gleich »eit t>om Duabran« 
ten entfernt^ fo f!nb e« aut^ bte i^nen aesenüberliesenben 
SSBinfel; onb tim0e(eM* 

3ttfa§ 2. 3(t unter bentBinfcIn be« fpbirifi^en ©rei« 
tdtS litief ein rechter > ober unter ben Seiten eine sieich bem 
0nabranten, fo ftnb.biefe. bem rechten 933infe( ober 0ua« 
bcanttn ,om nüchfleni baher mäffen im rechtminf« 
(ichen ©reied^ fo toie in bemjenigen, ba« einen 
0uabranten a(« Seite hnt Cüuabrantenbreiecf> 
bie A^^ngen Seiten m^it ben degendberliesenben 
Rinteln dleichartid fe9n. ' , 

3. fphi5rif(hen ©reiecfe eine Seite 

ein Üuabcant unb ein aniiegenber 3QinteI ein rechter^ fo ßnb 
onch ble biefen gegenilberliegenben Stucfe ein rechter SBin* 

fei unb ein Üuobrant. ©enn e« fep unb ' 

sajegen »=— ifl b gleichartig mit B (Juf. 2.), aifo b=^ ; 
^gen B=s^ ifl A gleichartig mit a, aIfo A=^; folglich 

fowbhi! > al« A=|. - * 

©aher flnb aUt brei Seiten 0uabranten unb aOe 9Bin< 
fei rechte» »enn eine Seite mit ben anliegenben Sßinfeln» 
ober )»ei Seiten mit bem eingef^Ioffenen SCBinfel 0uabran< 
ten unb Siebte flnb. 

Sufah 4. Sinb j»ei Seiten bem 0uabrauten gleich 
nahe unb {ugleich ndher al« bie bcitte» fo flnb alle Seiten 
«mit ben gegendberliegenben Sßinfeln gleichartig. 

©enn flnb b unb c bem Üuabranten gleich nahe» fo ifl 

ent»eber b=3c, ober b + c=Ä. 3t nachbem nun b=c, 

Ifl auch B=C,' unb je nachbem b+c=nr, ifl auch B+ ’ 



'XJ=n. 3Ufo miüffen b, c mrt B, C gfeic^artfö fc^tt; a 

»1 * ^ 

na^ ber .^t)pot^ef!ä mit A gleichartig ^ «Ifö ade ^eiten mit 
ben gegenuberliegenben SEBittfiln gleichartig. • s -i ~ 

.^ierdu^ folgt» ®ena j»ei ©^ten 0 uabranter-flitb^ fo 
finb bie gegenöberliegenben DSinfef rechtes baher aOclSÜn« 
fei rechte fe«)n mülfeitf wenn ade ©eitert Üuabrontert 
JDie Umfehrung hiwö«>n bebarf feiner 3ltt^einonberfe|ung." * 

5. eine ©eite ‘ein Üuobrant unb ' ber ge* 
genfiherliegenbe SaJinfel ein rechter, fo i(l nxnigjlenö rtbch 
eine ©eite ein Öuobrant. ®cnn e^" fen (Sigur' 2 l.V Im 
SDreiecf ABC ©eite CB ein 0uabrant> A ein rechter SBin* 

fei unb AC fen fein 0uabtant. £)ann fco AD = 5 —, »p D 

ber d)ol non AB ijf. (§. 8 . 3uf. 4.) Sieht man ben 0ua, 
branten DB’, fo i(l SBinfel CDB ein rechter (Suf- 4.) unb 
baher AB ein Duabrant. (Suf. 3.) , ^ . v 



£ehLrfa$. ©inb alle SBinfel eineö 

©reiecfeö fpige, fo finb alle ©eiten.llel* 
ner alö Duabranten. ■ is 

• ' S5e»ei^. fepen im Sreiecf ABC (gigur 22.) ade 
SSJinfel fpige unb B ber größte. 25a er juglctch ber bem 
Siechten ndchße ijl, fo finb bie ©eiten AB, BC ben gegen* 
üherliegenben fOJinf ein -gleichartig, folglich fleiner aW 0ua* 

brantens alfo ifl.nur ju hetveifen, bag AC <-2 fep.,. ^ 

SQ3dre AC>S, fo fep AC'=^s jugleich auch AB' 

©ann finb AB'C' unb AC^ß' rechte SBinfel (§. 27. 
Suf. 4.) unb BX!' mit A gleichartig (Suf. 2.),- alfo FC' 
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' btm an B' rtd&twinflii^en ©ctierfe BB'C* ijl 
B'BC flletd^Ärtig mit.B'C', aifo au(^ ß'BCr<^; bö^tt 
AfiC^^ unfi nm ,fo roe^c ABO^j gegen bieSocan«* 


fcfinng* . 3tfo ?ann AC nic^t > ? ftpn. - 

gßdte AC =^, fo folgt «u^ bem «n B* rt(^t»tnf* 
IDteiede BB'C” eben fo wie bbt^in, bag B'BC 'gtei(^# 
ortig mit BC, ctfo unb «Ifo ABC>^ fepn mögter 
tea^ ebmfgW gegen bie «orauöfe|ung ig. SRitbin ig auch 

AC<|,-- • -.fr ■ 

, 3 uf«Ö 1 . 3 g bet grbgte SBinfel ein rechter, fo gnb 
auch aDe Seifen fleincr olg Öuabranfen ; benn bie obigen 
©cblüflTe' dnbern gcb babei nicht. * 

3 ufag 2 . . ,©inb alle ©eiten grbger aW Üuabranten, 
fo littb' aHe SBinfel gumpf. 5Denn ig jebf bet ©eiten a, b, 

fo gnb 'a^ b» C<|; Älfojm'^olatbreteef .a«t 

SBinfel fpig, habet alle ©eiten Ä, 5, C ju golge be«. 8 ebt'. 

faöeg roitbin AV B, C>^1 ’ '' ; '' ' 

.. , . 8 ttfa I 3 . 3 g bie lle/nge ©eite #;f;i»abrant, fo gnb 
and) aOe IlBittf el gurapf.. . 2 )itd folgt ebePrfo mit ^ülfe bed 
. gJalatbreiedcg aud 3“f*- 1 « * 
i , SDiefet Sufdge »ege» ,ldgf gfb bet ©o$ oOgeraeinet fo 
aufgeOen: 3 g in einem fpbdrifcben ©reieefe bet 
grbgte SBinfel nicht gtSget old ein Slechtft, fo 
finb olle ©eiten Heiner old 0 uobtonten; ig bie 
tleinge ©eite nicht fleinet old ei»* 0 ttobrant; fo 
finb olle 5ßinfel gnmpf. - 3 :- 




ü\r‘-- 
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4. 3|l in «nem ;«(ö«»inHi(^et} fp^drift^m 

... ' « ^ ,► 

SDrtifdc j<bt Äat^eU < fo ifl auc^ bte J&ppotenuf« <5- 

' r ‘ ,'^>1 

Senn bann i|l bec re^te SBinfel bet sr6ffter'($. 27.‘ 3ur. 2.J 
3ttfa4 5. 3d‘ jebe «atmete >|, fo ^ eb^nfoIW ibü 


-rii ' . , , . ^ 

abcj A ein 0Ce($* 

ter önb b, c>|, fo ifl in iaßy)rb, c<^,, Atif ^ 

fet,*btt^ec noe^ 3uf. 4. a<~. * ■ l ' ■ ' ■ i><ü 

< * 

95eibe Snfdgt lojfen f!c^ fo jufanrnienfaffen: 6(i»*b V-W 


^opolenufe <^j benn ifl im Sreiecfe 


Äol^eten gleichartig, fo ifl bie J&ppotenirfie<:^. 

/ z 

Jufttg 6. 6inb bie Äatheten ungleichartig, 

• - 

fo ifl bie J&ppotenufe > ^v®***®, ‘ff («/?/). bie 
Sat^ttt fo finb in {aßy) bie Äathrten b unb 

rgleichartig; btther a<^; folglich a>ij. • ^ 

3®f®h 7. Sit SXichtigfeit bec-'Uiirfehraitgett ba 
3ufdhe 5. unb 6. fd0t in bie klugen. . 

^ 3®f®6 8. Siefelben pufd$e auf ba^ «fiolal^rciecf ani 
^eioeitbet, ergehe«: €fnb in einem Quabranbeulbrei» 
ecfe bie aiithtgtoabranten gleichartig, fo ifl -bt.t 
bem öuabranten gegenuherliegettbef'SBinlel 
tlumpf; finb fene ungleiohftrtig, fo ifl er/pig; 
unb umgefehrt. t - 

j IVj . 

■ •• ! h. 29. r 

• Sie fn‘§. 27i unb §. 28. borgeflcfften S5cjichungen 'jn*i» 
fchen ben ©eiten unb ffiinfeln be^ fphdrifchen Sreiecf^' ftih- 
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rea-Atif eiken fünftea ttnt) Mn-ttf 01eic^^dl 

6>l^irif($er ^reittfe. )' i .'• ' ‘-i ' </ i--' >' '' 

3»ei elwaü« 

„ t><r. iltidhi ttxnn uVk ker 

‘ J(lr»it9it^(i; kcr: k:<at £liiitkr««lica 
.K ' . @eite ititeB.ijkjtikjR 

- .',' iiv- • . 1 ■ ’ , ' '^■- j 'itri !ftn 

j- fbtmülu -Btt ©rti«fcn' (igiiiit 23.)5ÄlB|Cv)'Ä'fi^ 

f^p AC^A'<ri. CB=^C'B‘i AC< AJC?, kcnt 

CbttAbrAitf cs<' tid^f r ttliJ CB^ 7 ' ' ' -s’it 1 •; 

. i 5Won; lege CB' «uf CB; fo.fifit A'Jff oaf AB, tMlI 
B'==B.,7 »OtR jJttaft A' lailtt webtt 4^{fd^en A upb B, no^ 
über A ^inouöfolltn. ©ea» Bdt A' etwa in A", f® n>örb< 
CAA'' <öi- ker aBmW CAA"— 

CA"A, A(fptaaaW CA"B im$iei#acö '9 lailCAB 
iJRit beibta ober otugte Seite €B* 3 tficbaia{$^ ibeti ta 
btn ürtitdm CAB, CA"ß, .Seite .CB .Dom ’flaob^nteti ' 
ew^ernt«. .CA^ , ;CA ül aif® fana A" ato^ i#ifo|eB 
A unb B faß»,’—- §ieie A'^ibtc A ’iff 

A'"; fo »firbe »iebec auö ber @{ei(^>btit »on CA anb CA*" 
bie UngUicbarfigleit bet 5ajiaft{. CA'"B, CAB folgen, mit 
weichen befb^a CB jRßßte., iDab^.aiaf ;A' ^ 

öuf A'fttrfe^ ,pab b'ie 'Sbreiecfe fli4 bedea. „ 

j, . ,jXnm'erf.'l' .S5«nb pieiprelede auf entge^engc^bt* Ärt f«a» 
finilrt, /o. iß für ba6 eine fein &egenbieied ^ 

_2CnOTetf. ?)aS iße ’^lnfet CA"A, CA^'A, anb CAA" 
!Bed[)Ve Jepft/ uritf fomit obfge ©^Iftjfe ßiten'MntÜfi«/ Iß bej^e» 

^e'a lif^t toefl bann C bet ^lirfDon AB Suf- 2.), 

bobec^^ nitbt tntfftatrt «onr .£tiiabianten''fe9n 
»ötbe>,-g» APi V; r 1 :>... ' 

. 2>et £ebrfo| iß aud^ siUtig,{‘ metm bie m 

bemfefben erwdbaftn Seßta (AC, BC) gleitb Weit ocra fltaa* ' 
branten abßeben. iDenn b4g au#‘in biefem-gaOe A' nicht 
inifchtn Anab B, etma ia A", tiegen (aan, ßeßt fo: S)a 
, AC tinb'BC' gleich entfernt bom Gattbranten ßab,-fo 4ß 
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»iicnJllC4^C=rtr> f» «iittt»eb<r 
A'C'=B'C', ober A'C' + B'C'=;r. 3(1 AC, A'C'=BC/ 
B'CVfo i(llffi|nfeICABÄGBA==CA''B; unb wegtn AC= 
A"C’aut^ CABsiCA'^Ajrba^tt ffldgte CA"ß=CA"A, 
«(fo genatiiten tSBmfef SRec^ter C ber »on AB unb 
tde &dtn QB,‘<€A 0uiibean((R rnc^t- ansenom« 

wen unb ouc^ nic^t aniunc^men i|l. 3d fti^tc'AC-f BC = 
ÄÖ±'A'cr+B'C ?5 «nb .A'ii#e(e.^(5 A", 'fo »fi»b« • SBinfet 
CAB + CBA=?r=sCA"B CBA, nu't^tn'CA"B^CAB 
unb »egen CAA"=CA''A-'anc^' OA"B*s<3Af'O Älfo, »w 
t>*f()iaV'C ber ^61 t>o»':AB (Von. €6eiT fo (4gt bor» 
t^un, bog"A' ^et A l^lnauöfoBe» fann/ wie A*^. 
JDa^er ip bie S5t^aupfung etti’bent. ; " ^ 

" '^ttfa§ 2. 3»e( rec^fwinfllt^e 

fthb glei^r toeniv bie ^ppotitMife unt^ 
eine Äot^ete ln beibeH gleicfi finb; (§. 27; 3«f* 10 
j. : 3 n>ci flnabrantenbreie^e finb giei^/- tncxn 
ein'9lt4tquabrant n'tfb ber bem üuabranten jge« 
V 0 -endbet<rie 8 enbe SBJnf'eT 3 'Ieic^ finlJ'M ' 

■ ' )i"' '.i./-'" C ^- ... y:-\iiT. r'\ \ 

,n (V!c:'> ■ , ' §»^30.- ' 3:3; V ^ 

? t $ 1 * f 0 g. 3 w * rf P H t i f < jCr r e i V rf e ' f { tt i 9 1 e t 
wenn jtoei SBtnfe'I upb b(e ©eife/' wele^c 
uiol 3 -jj ^ ^ ^ j jjj Sl c’^ t e tt ti (I M r e rt bVn'; ( t ne n 
® irtteitt, Igegenubectiegt, gfej^ 

S5 c » e i 3ft itt ©reiecfeti (aßy),X«^ /% A = A' ; 
B=B'| t=b'j unb B, B' bciB Stetsten ndÜec «i^.A, AX 
fo ifl. in ben (polarbreieden (obe), (o'b't') ©eite A=A'i 
B=b'; ssinfel b*=b' unb B, W bera Üuabranten ndber, 
olä A, Ä' , babec nach bem Sotigen biefe Steietfef mitbin 
- auch ibee ^olarbrciecte {di®y>»’ («'/?'/) gleii^.'' 

3ufab 1. ©er 8eb#fob ifl auch gfilti®^ wenn bie er* 
wdbnten Sßinlef gleich »eit bom Sieebten entfernt finb. (§. 29. 
3uf.'i0-. ' . 
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• 2(,^ 3Äei JDr«^eÄf‘ fl«1> 

Sltiät, n>enn b(e J^of> 9 (jnufen nebfl antie« 

genbcji in 6ejb«n glei^ fin^ ^ ^ 

■ 3‘tt‘f r'öuabrontettlTrefecfc fittb gleich, meno 
jWeF^inf’^I, baru'fttet’bcV bett'anabrant’en g<* 
geuÄlj^rliebenbe/iUfcif finb^^ . 


SEBenn j»fl ©«{ten eineg fp^^rifc^.en 

■ ' Sbftiedeg j»'eien©eiten eineg anbern gleft^/ 

■ ’ bet' eitt'gefcbtoffene SBinf tl b'eg et(len ober 

' gtSfeCf olg in bcm 'anbcrn^ i(l; fo ifl bie 
''■’britfc ©eite' beg ^etffetn' gtbf ec, tflg bie 
' • ' beg jtneiten. " ' ^ ' V 

“ SSeweig. €g' fc9;i[gi9üt''24.)'‘ A'(/^ÄC; C'ß'= 
CB; l>ec SBinfei C'<C. ‘ 5D?an lege A'C' ouf AC,-‘fo fiUt 
C'B'i inlfcben^: CA unb CB unb.bet ^puntt fi enttnebee .tibec, 
nntet ®bec-,tt«f AB-^f -> 3 _ . 

1) gdat B' übet ABi ifie B"; jfo i|l CB+BA>CB" + 

B"A, folglich not^ Slbjug bet ©leicbung CB = CB" 
auch AB>AB". ^ 

2) gdflt B' mitec AB, etwa' in B"'; fo jiebe rann BB"V 

' ,3n btm gleit^fcljenftic^en ©reie^e CB"'B 

.. fel CB"'B=CBB7; habet CB'VB> ABB'' »nb noch 
mebt'j AB'"B >• ABB"' ; bttbec AB >■ AB'". _ 

' 3) gd^t B', auf AB .wie b ; . fo i|l,flttc, baf AB> Ab 

• . ift*- > '• ■! ’ ' '1 - . . 

g. 32. r-liii.-.- 

i e b t f « b’* ' 5Ö e n tt i n j w e f T p b ^ ' t i f <b e tt aö t e i c (f e n 
■ jwei- ®infel giieicbf bie eingefcbloffene 
©eite obetunglei^ iji; fo (tcbtber ged ge* 

‘ .ben ©eite ei'n gcdgetec Söinfef gegenöbet. 
Sbew^lW. .311 A=sA'.; B=B'; c>c'.; fo ig in ben - 
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?Jefärb«f<tfen; bfw 

»origen 6o§e <?<:Ö'; mtani'C^C folgt. '' 

^ i ' ' T ? 9 '■ . ' ' 

... 3ufa§.. 3ft,«n i»ei recbtiomflicöen ©reiecfen einer ber 
jc^iefen jajinfel, g(^cO, bie anlieg^ben Äat^efen ab/r un« 
Qltiäf, fo (le^it bet grigern. j^Äti^etVjqn ^rbgeter Sßi^el ge* 
gennber. 


§733. 


, £e^j;'f«&.\ 5Stnn |t»ei ©eiten eine«,fp|i 4 r{fc 6 ett 
,, ’ jprejecfe^ . jtoeien ©eiten eine« nnbern 

gteicbr;bie britte ©eite beö trfte.n ober 
5 ;^ gr 6 ger/,,o(^ bie beö itoeifen ifl; fo i(l bec 
, ber'grbgern ©eite gegeniiberiiegenbe 2 Bin- 
. . fef grbgtc alö- ber ber ffeinern ©eite im 
, , .-ttnbern, Sreierfc gegenübcrlicgenbc. 

w 'SBeweid. 3 fl b=b’j c>c'; fo fonn ntcbi 

C<C' fepn, »egen §. 31.; au^ lann xti^'C*a<j {ttfn, 
»egen §. 20. ^(fo nmg C>C fenn. ‘ ' '•! ^ •■i' v 




■'i 




• 8 e^tfa§. «ffienn j»ei SBInfel eineö fpb^rifcbett 
' ©reietfeö gleich jweien SBinfeln elneö an» 
bern, bie britten ffijinfel in beiben »Drei* 
'■ eden aber ungleich finb, fo fleht bem gr 6 * 
gern biefer ffiBinfel eine grbgete ©eite ge» 
genöber. 

, -SBe»ei4. fep A?=A'; B=B'; GX^j^fo fann 
»eher c<c',.»egen §. 32., no^ c=?c' fei>n, «?tgen 22. 
2 llfo muf c>p fen^., ; 

, 3 ttfah.' 3 g ein fchiefer lajinfel eine« rechtwinflichen 
IDreiede^ einem fchiefen SBinfel eineö anbern gleich, bie an* 
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I 

(etben ft^üfen SBinftI «6tc ungUic^j fo bem sr6* 
§tn (ine gr66ere $a(^e(e entgegen. 

$. 35 . 

i 

ie^fttfi., SBenn in j»ei fpHr»f<^«o ©reichen 
gwei @eiten gieit^ ftnb/ ber SBinfel abe*^ 
tnelcbec ber gr60ercn nnb jngleicb bem 0ua» 
br'anten ndberen @eite gegentlberftebt^ in 
bent einen SDreiecE gr6§ec a(ä im anbern 
ifl; fo ifl bie britfe ©eite ira erjlen ©rei» 
tde tltiiuc, älä im anbern. 

SBewei^. fe9 (gigur 25.) AC=A'C'j AB = 
A'B'i AB, AB' gr&gec unb bem 0uabranten nü^er a(ä 
AC, A'C; enblicb C'>C. 

ffl?an fege A'C' auf ’AC, fo fällt C'B' nnfer CB. 
SßerWngert raon AB big fie C'B' in D fcbneibet, fo mag' 
B Itoifcben D unb C liegen, ©enn lüge B' jenfeit D, etwa 
inß'!, fojiebemanAB", unbB"B, »elcber oerIdngerti»ifcbm 
A unb C bie ©eite AC trift. ©a AC<AB", unb »ora 

Üuabronten entfernter ifl, fo ifl AC<^ (§-26.) nnb gfeicb* 

f "* 

artig iijit SBinfel AB"C, »efcber olfo fpig ifl. iDtt^er ig 
auch AB"B ein fpiger nnb »eil AB"=A'B'=AB, fo ifl 
auch ABB" ein fpi^er; mitbin ABE ein flumpfer: um fo 
mehr ABC ein flumpfer. SDlit ABC mug aber AC gleich« 
artig fepn; alfo mügte AC mit ben ungleichartigen iSinfelni 
AB"C, ABC jttgleich gleichartig fepn; »og ungereimt ifl. 
iDaber fann B nicht fenfeit D fallen, ©ben fo wenig au# 
«uf D.frfbg, »eil bann AD=X'B'=AB »dre, wag nicht 
ftpn fann. gdttt nun B jwifchen C unb D, fo jiebe man 
BB'. «Segen AB = AB' ig SBinfel ABB'=AB'B; bähet 
CBB' < AB'B , unb oielinthr CBß' < CB’ß j baher ig CB > 
CB' b. I. B'C'<ßC. 5 ■ 
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«e^rfög. SBenn in j»ei fpMr«fc^en !D«ie<*en 
I jwei sffiinfel gieic^, bic ©eite abt'r, 

bf m fleineten unb jugleic^ bera SRec^tcn nd« 
.^ercn 2Btnfei g egenüberfle^t, in beni ei« 
ncn Sreiecfe grJg.er i(lr aJö in bem onbern; 

* fo i(l bet bcitte 5BinJel im erflen ©teiecfe 
Keiner ai^ im {Weifen. 

S5ew‘ei^. fep A — A'; B=B'} B, B" «einer 

* TT • » ■* '• 

unb nd^er «n — nW A, A'j b>b'j fo i(l in ben.ipolar» 

breiccfen ©cife A=A'; B = j?j B,'B' großer unb bem 
ßuobranten nd^er aW A, Ä'j b<b'j bö^er (§. 35.) C> I 
i?, folglich C<C'. 

§. 37. 

?ef;rfa§. SQenn in jwei ©teiedeu 

eine ©eife unb ein anliegenber SBinfcl 
gleich finb; ber anbere onliegenbe iBJinfe.I 
ober in einem 55reiedc grdger, olö in bem 
onbern ifl, fo liegt bem grdgeren bicfei: 
SBinf el eine grdgere ©eife gegenüber. 

Seweig. fSß fen (gigur 2a) A'B'=AB; B'=B; 
ober A'<A. gegf mon A'B' ouf Aß,*fo fällt B'C' ouf 
BC unb A'C {wifcben AC unb ABj bober oucb C {wü- 
ftben B unb C. Sllfo ig B'C'<BC. 

3ufflb 1. Umgefcbrf; SBenn A'B' = AB; ß'=B unb 
B'C<BC, fo ig A'<A. 

3ufo§ 2. 3g B,;B' {ugleidb ber grdgfe unb bem 
SXecbfen ndcbge SBinfel, fo-ig oucb A'C'<AC. 

©enn wdre AC'=AC, fo würben bie ©reierfe ABC', 
'ABC gUicfe C§. 29.) unb A=A' fe^n, gegen bie SJorou^« 
feßung. 2Bdrc AC'> AC, fo fep AC"=AC un® BO" ö«*’ 
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jogen. Dörin »flrbe nad} §; 35. C"BC>CB; aifo AC" 
C'ß>AC+CB » 0 ^ nic^t ift (§.24 3»f-6.) 

SDa^er raug AC <AC fcpn. 

i 3g aIfo in i»« fp^irifc^m ©reittfen Per grigte unb 
IKdldd^ bem SHetbftn ndc^ge ncbg einer anliedenbm 6 ei(e 
Slei( 4 } bie anbre anltegenbe ©eite aber in bem einen iDreiecft 
9 t 6 ger^ a(i$ in bem anbern; fo ig auch bie 'britte' ©eite btS 
ergen.£>rtie(fe^ Srbgerf al^ bie be^ anbern. 

3»fa^ 3. .^omntt }u obigen 95ebingungen noch bie^ 
tag B, B' nici>t grbger aW ein Diei^ter fep; fo ig C>C, 
SDenn in biefem gaOe ig AC, A’C Heiner, alö ein 
0uabrant (§. 28. 3af* 3.)> bober AC+AC'< 7 t; mithin 
auch C+AC'C< 7 t; aber AC'C + AC'B=nr; baher A(7B 
b, i, C>C. 

§. 38. 

2ebtfa§. Unter allen SBogen, »eiche »on ei* 
nem gegebenen gJunfte ber ^ugelf(d(^e nach 
einem gegebenen i^auptfreife je|ogent»er» 
ben, ig ber fenftecbte, wenn er fleinet 
al^ ein 0 uabrant ig, ber fieinge: toenn 
' ' .cr grdger ald einCtuabrant ig, ber grbgte.' 

S 54 t»ei 4 fep Cgigur 270 A ber gegebene ^unft; 
EBE'ß' ber gegebene Äreiö; unb AB fep fenfrecbt auf 
EBE'B' unb AC ganj beliebig Pon A bi^ EBE'B' ge* 
|03tn- . . I. . 

3g nun 1) AB Heiner, .afö ein öuabrant, fo ig in 
bem an B recbtwinHicben SreiecCe ABC ber 5SinfeI C ein 
fpiger (§. 27. 3af« 2.); aifo C<Bj mithin AB<AC. 

3 g aber 2) AB grbger oiö ein 0 uabrant, fo ig SBtn» 
fei C ein gumpfer, aifo C>B; folgii^ AB>AC. ©a 
AC jeber , beliebige S3ogen »on Al nach EBE'B' fepn fann; 
fo ig ber @a$ ePibent. 

3ttfa6 1. ftp P btt ^oi pott EBE'B’ ,^ E bet 
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von PABFff. man mehrere fdtAtn AC, AD, 
AF, AG, fo ^nb bkfe befio HeineCf fe nd^er f!e an bem 
fleinflen AB; befto grdger, |e nd^cr fit an bem grigten 
AB', bem @upp(ement be^ Hangen AB, liegen. SDenn ba 
ber SQinlet ACB. wie au(t ADB , ein fpi^e ig (i 27. Bnf. 
20» f* ig ACD ein gumpfec 2Binfel, alfo ACD>ADC; 
mithin AD >AC; €ben fo ig AG>AFj weit Iffiinlel 
AGB wegen @(eie^artigfeg mit ber Xat^cte AB ein fpi^etf 
AFG ober AFB' aber, alV gieitbactig mit AB', ein gum« 
pfet ig. — 

. SDa AE ein Üuabrant ig^ fo gnb bie 15ogtn (wifcben 
AB nnb AE Heiner old Üuabranten; bie jwifcbtn AB' «nb 
AE abtt grdger. 

3ufa| 2. 5Die fpi$en SBinfel ACB, ADB a. f. »; 
nebraen ab: AEB (=AB) ig ibc SRinimum; Jenfeit beA 
!D(inimumg nehmen ge wieber iu, fe mehr ge geh Cbec Sage 
nach) t)on bemfelben entfernen. SDenn e« ig j. 5B. 1) ACB 

>ADB, weil AC<^; AD<^, alfo AC+AD<tci 

mithin auch ACD + ADC<ACD + ACB ig; worauA 
ADC<TACB folgt. 2) ig AFB < AGB, weil (we- 
gen AF>^, AG>^^ AF + AG>«, bahec AFG + 

AGF>7t; bagegen AFG + AFB=nt ig; woraui AGF. 
b. {. AGB > AFB folgt 

- Z)ie gumpfen igebenwtnfel fener fpi^en bagegen nehmen 
ton B unb B' nach F hin }U, wo ihr SRapimum AEB* 
(=AB') ig. 

3ufa$ 3. ■ 3“ beiben ©eiten bc5 'PerpenbifeW 'AB in 
gleichen Slbgdnben pon bemfelben gnben gdh gleite ISogen 
nnb SBinfel. SDenh ig BC'=BC, g> gnb bie ©reieefe 
ABC, ABG gleich; i><*her AG = AC, nnb bie SEBinfel an 
G benen an C gleich. Slifo auch «uf ber anbern ©eite beV 
^erpenbifel^ Aß wachfen bie fchiefen Sogen, fe mehr ge 
geh Pon bem ^inimnnr AB 'entfernen, imb b^e fSSinlel nch* 
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mm Ra^ bentfe(6eR,6tfie6(/ brc «Rf aniitrn @ei(er na(^ 

£', bent 0egmpunfte Ron E, ^iitf ab unb |u. 

3ufa$ 4. SSon einem ^unfte^ ber nic^t ^o( etne4' 
$onpefreife4 l|l, fann auf bcnfelben "ÄreW nur ein «perpm* 
bitef ouf einer ©eife ber Äugeiftdcbe gezogen »erben. SDenit 
ttdre anger AU ef»a no^ AC ein ^erpenbifel^ fo »drbc 
A ber ^ol »on EBE'ß' fepn (§. 7. 3nf. 2.) gegen bie Sin* 
ttobme. ©agegen ftnb-Otfö j»el ftbicfe Ißogen »on gleicbec 
Sdnge in nerfcbiebenen Sagen Ron ienem fünfte > nach bem 
Äreife mbglicbl aber an^ nur jwei. — 

©aö SJerpenbifcl, nnb j»ar boö för|e|le, »Irb habet 
a(^ ba4 SDiaag ber €ntfernung eine4 $unftc4.Ron einem 
J^auptfreife belracbtet 

3ufa§ 5. SBenn in j»ei recbt»inflicben ©teierfen 
(tRie ABC, ABD) eine j^atbete gleitbf bie anbere aber in 
bem einen ©reiecfe grb§er/ al^ im anbern ifl, nnb beibe 

Äatbeten <“ finb? fo liegt ber grbfferen Äatbefe ein grd* 

geter fffiinfel gegenüber, auch eine grdgere .^ppotenufe an ber« 
felben, aber ein fleinerer SOBinfel an ibr. Umgefebrt: 3fl * 
eine Äafbete in beiben ©reiecfen gleich , bie J^ppotennfe in 
bem einen grdget aW in bem anbern, auch bie Äatbeten fe- 

beö ©reiecfeö < ” ; fo ig mit bet grdfern J&ppotennfe eine 

grdgere Äatbete Rerbunben, weiter gegenüber ein gtdgerer 
nnb an »elcbtr ein fieinerer Cf«bi«f«0 SBinfel liegt. j. ., 
3ufaö 6. 3»ei recbtwinflicbe ©reierfc gnb einanber 
gleich, wenn eine Äatbete mit bem gegenfiberllegenben SBin< 
fei glei^ nnb bie Äatbeten febeö ©reierfe« gleichartig gnb^ : 

3ufah 7* spenn In i»ei rechtminflichen ©reiecfen Ron 
gleichen .^ppotenufen unb gleichartigen Äatbeten, (ober: Ron 

gleichen ^ppotenufen unb bie <— Rnb) eine Äatbete be4 

(inen^©rtiecfe^ grdger aW eine Kathete bc4 anbern ig, fo 

4 
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Ifl tie jwcife 5(at^ete bed erfleren ^reiedei deiner/ old ^ie 
jtneite be^ anbern. 

- ©enn eö feoen (giflur 27. b.) b^e ©reirde ABC, A'ß'C' 
an B, fi' recbt»indid>/ AC=A'C', unb A'B'<AB. ©|nb 
nun 

* 1) bie Äaf^eten aff: <^; fo raa^e man BA"=A'B' 

onb jie^e A"C. i£g fann nun» nicht B'C'=BC ffj)tt/ 
»eil bie ©reiccfe A'ß'C, ABC einanber gleich fefftt 
müßten. (§. 20.) Sluch fann nicht B'C'<BC fepn; 
benn »dre‘ etwa B'C'=BC", fo ttdre A'C'=A"C". 
SJach 3uf. 5. ifl aber A"C"<A"C, unb A"C<ACj 
alfo müßte A'C'<AC fepn, gegen bic SSorau^fcgung. 
golglich muß B'C'>BC fepn. 

2) ©inb bie Äatheten alle >y» f» fcnen bie rechtwinf* 

liehen ©ceieefe aßy, a'/J'/ ; »o A, A' bie' reiften ®in* 

fei/ unb bie Äatheten b, c, b', c, ßnb/ unb eö 

ftp b<b'. 3tt ben ffJebenbreiecfen ä/3y, a^y ßnb 

1 

bann bie Äatheten b, 7, b', c , alle <~ unb b>b'; 

alfo nach bem €r»iefenen c<cj folglit^ in ben©rei* 
eefen aßy^ o'/S'/; c>c'. 

^ttfah 8. ©inb aber im »origen Snfnffe bie Äathe* 
ten ungleichartig / ober/ »aö baffelbe fagt, bie gleichen 

potenufen>j; fo ßnb bie Äatheten beö einen ©reiecfcö 

hclbe jugleich deiner ober größer /-alö bie beö anbern. ’• 

©enn flnb bie Äatheten b, b '<^5 aber c, c'>^ 

unb b<b'; fo finb in ben recht»inflichen SJlebenbreieden 

aßyj a^y affe Äatheten gleichartig; b<b'; baher c>c'; 
folglich auch c<c'. . > 
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9. SDie (eibra 9uf(i$e 8. unb 9. loffen f!d> fo 
iufanmitnfaffen: SBenn in jwei cec^twinflicben £>ret« 
C(fen t)on gleicben ^9potenufen eine^at^tte bti 
(inen £)reiecfeä non btm 0uabrnnten entfernter 
eine Kathete be^ anbern ifi; fo if{ bie jtoeite 
5(«t^tebe^ erften X)reie(f e^ beraüuabrantennd» 

^ er/ al^ bie j weite atmete beä dnbern£)reie(fed. 

gufag 10. 3n 3uf^ 7. unb 3uf. 8. liegt ouc^ bec 
fltintrn Änt^cte ein tteinerer 5fflinfel gegenüber, b. b- SBin* 

Ul B'C'A ifl Heiner oW BCAj »eil BCA"<BCA" unb 

BCA"<BCA i|f. Jpier ftnb i»or beibe Äotbeten in- 

btg bie SJergieiebung ber JRebenbreierfe äßy unb aßy noch 
bem notber gejeigten 58erfobren ergiebt bie iSDgenieingüitig« 

(eit beg ©ageö: 5Benn in j»ei recbtwinfticben 2)rei- 
trfen non gleichen J&ppotenufen eine Äotbete 
be^ einen ^ttiedei Keiner nl^ eine Äot'bete 
beö anbern ifl, fo liegt er deinem Äatbete eia ' 
(leinerer SGBinfe'l gegenüber. 

• 3ufab 11. £)ie Utnfebrung; SSenn in j»ei recht» 
»ittfti(^en ©reieden »on gleichen ^ppotenufen 
ein fchiefer SBinfel beö einen ©reiedö deiner - 
alö ein f^iefer «Sinfel beö anbern ©reieef^ ifl, 
fo liegt bem deinem SBinfel eine Heinere Äa» 
tbtte gegenüber — ifl au^ bem SJorbergebenben Har. 

Tlnmer!. ©ie Bufüb« S bi« b. bc« §. 28. liefen (t^ auch 
biet leicht oblelten.' 


§. 39 . , - 

Sebtfab- Sß<n« «»««* 6l>ibe eine« fpb<** 
rifchen ©reiede« ein iPerpenbifel auf bie 
gegenüberflebenbe ©eite gefüllt »irb, fo 
liegt bie« irinerbalb be« ©reieefe«, »enn 
bie anbern beiben SQ3infel beffelben gleich* 

4 * 
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artig finb; au§cr^a(6 aber f ‘wenn iene 
^infei.ungieicbartig finb. 

93ett>eiö. ©inb in bem ©reierfe ABC (gigtir 28.) bie 
sffiinfel B nnb C gleichartig, junb baö ferpenbifet bon A‘ 
ouf BC fiele augerhalb beö ©reiedeö, »ie AD; fo tt>örbett 
in ben rechtwintlichen ©reierfen ADC, ADß bie ffflinfef 
ACD, ABD mit bet Äafhete AD gleichartig, alfo bie SHJin« 
fei ABD, ACB ungleichartig fepn, gegen bie Sorauifehung ; 
olfo nmg baä iperpenbifel innerhalb beä £)reie(feä liegen. 

©inb aber bie ?lBinfel B , C ungleichartig unb bad ^er» 
penbifel lüge im S)reie(fe, ettva mie AE; fo mü§ten bie 
ungleichartigen SBinfel B, C bet gemcinfchaftlichcn Kathete 
AE gleichartig fepn, toa^ ftch miberfpricht. golglich muf 
baö iperpenbifel außerhalb liegen. 

jufah'l- ©a^ ^erpenbifel im Sreiecfe ifl Heiner 
ober grbger al^ ein iHuabrant, fe nachbem bie ÜBinfel an 
ber 0runbfeite fpi^e ober fiurapfe finb. £)aä ^erpenbifeC 
augerhalb bed iDreietfe^ if{ mit bem IH^infel an bet 
@runblinie gleichartig , bem e^ gegenüberfieht. 

Sufa$ 2. IDa^ ^erpenbifel fleht bem bem 9le(hten nä- 
heren fbßinfel an ber ©runbfeite, fo wie ber bon bem üun« 
branten entferntem ©eite (§. 27. 1-) beö Dreiedc^ n4» 

her, al^ bem anbern ^infel an ber ©runbfeite unb ber an 
berofelben liegenben ©eite. (§. 38. 3«f- 1* 2.) IDaher ifl bön 
ben 3lbfchnitten, welche burih baö sperpenbifel auf ber ©runb- 
feite gehilbet werben, ber an bem oben bejeichneten SBinfel 
(iegcnbe immer Heiner ald im 0uabranten. Unb hierauf folgt» 
bag bon ben beiben ^htüen beä fBinfetö an ber ©pige, 
welche burch ba^ iperpenbilel gebilbet werben, berfenige, wel< 
eher bem Heinern ätbf^^nitte gegenäbergeht, immer ein fpiger 
fepn mng. 

3ufa§ 3. 3g tibte ^tn SBinfeln B, C an ber 
©runbfeite unbefannt, fo I4gt geh bie Jage beö igerpenbifeW 
ou^ ber ihm gegenöberliegenben ©eite, auö bem anbern 
SBinfcl an ber ©runbfeite unb ber britten ©eite begimmen. 
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- ff 9 ii4l>i{i(^ fcitt SBintft C unBffanuf, ilft bie ©etten* 

AI^, AC, anb ber ISinfel B begannt; fn liegt bog ^trpen» 
biffl ianecboib bt^ JDrfifrfeg , wenn AB beta Quabtatt» 
ten ni(bt ndber alg AG anb mit bem lä^infel B gki^attig 
•jl»„?u|«rb«Ib.beg JDreiecfeg liegt bag iperpeabiW, wena 
unter benfcIbetT Urafllnbrn AB unb B ungleichartig finb: 
©cnn ijl AB entfernter bom üuabranten, ober eben fo nabe^ 
a(g AC anb juglekh AB gleichartig mit B, fo ifl Aß, mit 
C, alfo. auch ^ gleichartig unb bag $erpenbilel liegt 
iTO j?)reifdf. 3H aber unter bcrfelbea 95oraugfe§ung AB 
unb ä ungleichartige fo ftnb cg auch B unb C; baher liegt 
bag ?pccj>enbilel augerhalb. — ginbet inbeg jene SSoraug« 
jfehung nicht (latte i(l alfo AB bem 0uabranten nclher alg 
'ÄC, unb ftnb weiter leine 0tikfe beg SDreieefeg belannt/ fo 
Id§t ^ch bie £age beg $erpenbilefg nicht beflimratne weil 
burch bie genannten brei ©tuefe bag ©reieef felbfl nicht be» 
jlimmt ißf fonbern jwei berfchiebene ©reieefe benfelben ent-' 
l^echtne wo bag Ißerpenbilel einmal in, bag anbere, ^al 
aug it bem ©rdeefe liegt, (cf. §. 41. II.) 

§.40. . 

£ehrfa|. ©ag ^erpenbifel aug ber 6|»ih( ti« 
neg gleichfchenllichen i fbh^rifchen; ©rei- 
eefeg auf bie ©runbfeite halblrt ben 9öin- 
lei Ott ber @pi§ee wie bie ©rnnbfeite. 

SSeweig. 3n bem fph^rifchen ©reieefe ABC @igut 
29. a.) fc 9 AB=AC} fo ifl auch B=C unb bag 3Jtrpert- 
bilel bon A auf BC liegt innerhalb beg ©reierfeg. €g fea 
•AD. ©a in ben rechtwinllichen ©rekefen ADB, ADC bie 
.^ujpotenufe (AB, AC) unb eineÄathfte (AD = AD) gleich 
i^, fo finb bie ©reietfe gleich (§. 29. 3«f- 2.) unb eg i|l 
BD=DC; BAD = CAB. 

2tnmerl. Snbireft folgt ber @ab au« §.. 39. 3uf. 2. 

^ttfah 1. Umgelehrt; ©er aug ber @pi§e auf bie 
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SRittf b<r ©runbfeite b«^ gfeic^ifc^enflic^tn ©rtlerfeä gefeehb* 
SJogen auf i^r fenfrec^t unb ^afbirt ben aBtnfer an btr 
@pi|e. Unbt ben SEBinfel an ber ^albtrenbe $o> 
gen (le^( auf ber aRitte ber ©runbfette fenfrec^t. 

' 3üfa§ 2. aucft, wenn bie Summe jweier ©eiten el^ 
ned fp&arifcften ©reiecfeö =n ijl, trifft ber ben 5Binfef je» 
ner ©pi§e ^albirenbe 55ogen bie SRitte ber britten ©eite. 
■Denn eö fep in bem’ ©rciecfe ABC (gigur 29. b.) AB-f- 
AC=7r; bann i(l auc^> ABC+ACB=7 t. SSerlclngert man 
AB, AC biö jum'jweiten ©urc^fc^nitt in A', fo ifl A'C 
+ AC=AB4-AC; ba^er A'C = AB. ©ben fo iff ^in« 
fei A'CD + BCA = ABD + BCA; ba^er A'CD=ABD. 
SRimmt man bicju noch BDA=CDÄ'; (o ij! bie ©ieicftb«t 
^ ber ©reiecte BDA unb CDA' ebibent; bo^er BD==pc. — 
SDie Umfebrnng beborf feiner Sluöeinanberfcgung. ' 
2)ober Idgt pcb ber allgemeinere ©gg aufffeffen; 

©inb jwei ©eiten eineö fpbdrifcfyen ®rei» 
eäeß bem ßuabranten gleich na^e, fo wirb bie 
brifte ©eite mit bem i^r gegenfiberliegenben 
-SBinfef burc§ einen unb benfelben Sßogen ^albtrf. 


Aufgabe, ©in fpHrifcbe^ ©reieif au^ brei 
©tirfen beffelbeh ju fonffruiren. , , 

2tufl6fung. ©ie rabglieben Xernen, »cfcbe au^ ben 
©eiten unb SBinfeln eineö fpbdrifcben ©reiecfe^ gebilbet wer- 
ben fbnnen, finb; 1) ©rei ©eiten, 2) jwei ©eiten mit bem 
eingcft^lolfeneniOJinfel, 3) eine ©eite mit ben anliegenben 583in» 
fein, 4) brei SBinfel, 5) jwei ©eiten mit bem einen bon bie- 
fen ©eiten gegenüberliegenben asinfel, 6) jwei 5ffiinfel mit 
einer ©eite, bie einem jener SBinW gegenuberflebt. 

©ie gdOe 1), 2), 3) werben anfgelbfl, wie bei ebnen 
©reierfen» habet wir fogleictf ju ben folgenbett übergeben. 
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L' ®le brti SBinftl be< ja Jonfltöicetibtti Sreiecte« feo«n 
A, B, C. 

' '®}an ne^me (gigur' 30.) btti öuf «ittttttber fenfcecftte 

PQP'Q', QRQ'- <on|lruirt eine 

epinbel PMNF, beten fSintel =A, fo ba§ fie burcfe 
PRP ^albirfwirb. Um bie ©egenpunfte Q, Q' befd>reibe 

man mit bem fp^drifc^en SHabiu^ “"2^ Greife, welche 

QRQ' In q, q' fd)netben; um q mit bem «Rabiuö =B unb 
um q' mit bem Slabiu« ==C befd>rei6e mon Steife, nielc^e 
ben .2)utx^fd>nitt p geben. Uro p ofö ipol 
einen ^oupttreiö, bet .in G, F, bie epinbel PMNP fdmeu 
he; fe ifi PGP bai »erlongtc ©reiecf. ^ ^ ^ 

IBeweid. £>et ©cgenpunft Pon p fep p , fo ijt qqp, 
bai ipalarbüiedE oon GPF. ®enn q ifl bet ^ol bon PFF; 

weit Qq=iA=RN, ba^r'qN=QR=|-?t unb anf 

PNP' fcnfre<^t ifl. Stuf df)nTi(fte S33eife fotgt, bog q bet ipot 
ton PMP''ifl;‘ p' aber Hl oW ©egenpunft »on p bet fpot 
ton GF. ©a^et lg ffiinlel PGF= euppteraent bon q'p 

unb ba «ud) pq'=(7t— p'q') lg 5 

©bcn fo ig PFG=(jT--qp')=^pq=B5 bet 5Binfel 

ig bet Songtuftion »egen =A; folglich M bo« ©reierf 

FGP. bie gegebenen SBinfet. 

'eine onbete bietteic^t einfachere 3luftSfung lg ^fsen^be^ 
SKon fongruite ein ©teiccf ou« ben eeiten A, B, C 
unb befthteibe um bie ®infclfpi&en befftlben otö «pote btei 
J^ouptfreife; fo hüben biefe bo^ berlangte ©teiecf. 

SB e meid ergiebt gdj ouö §. 15. unb §. 16. 

IL Um oud i»ei eeiten a, b unb einem bet nidjt einge« 
fthloffenen SBinfet B, bod ©teiecf ju longruiten, 
nehme man (gigut 31.) AD=a; lege an D einen 
«Bogen' DE, bet mit AD ben gegebenen SSinfel B 
bilbet; befch«ibe uro A mit bero SXobiud =b einen. 
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Xcei^, btt in C bm SJogen ED fd^neibe» fo CAD 
baö geforbtrte ©reittf. 

UJ. €nb(i(0 au^ |»ei SBinfcin A, B unb einer gegenilber« 
fiebenben @eiie (onilrutrt man ein 0>^drtfc^ed ^reiecf^ 
wenn num nu^ ben @eiten "Ä, iB nnb bem fl^infel b ein 
S)rei((E (nac^ U,) becjeic^net unb befen;$oiarbreic(t 
nimmt. • 

3ufa§ 1. Sei ber in II. angegebenen Äonjlruftion 
fäfft in bie Singen, bag ongec C noci> ein jweiter ©nrc^- 
fc^nift C be^ SSogenö DE mit bem SZebenfreife «m A bn 
fepn mug , »eit ein Ärei^ Immer j»ei ®urcbf<^nf«^punfte 
^at C§. 4); bag aifo j»ei SDrdede CAD, C^AD mbglic^ 
fenn fbnnen, »etctfe ber Siufgabe genügen. 0Za^ §. 29. tf{ 
aber ein fpbürifc^eö ©reied burc^ bie ©Seiten a, b nnb ben 
(tBinfel B nbHig begimmt, wenn b bem Duabranfen nd^er 
ig, ali a, ober eben fo na^e. 

)Daran^ ergiebt gc^, bag obige 3»eibeutigfeit 
nur bann gatt finben fbnne, »enn b entfernter 
bom Duabranten ig, al^ a. 

S3Iir »oOen noch nacb»eifen, bag in biefemSage immer 
i»ei unb nur )»ei necfcbiebene tDreiecfe ber Siufgabe genü« 
gen. fet) ndmticb (gigur 27.) AD=a gemacht unb 
DE' fo an AD geiegt, bag SBinfet ADE'=B. ©ie jtteite 
gegebene ©eite b mug nun in febem gaOe fo tiegen, bag 
bec eine €nbpunft in A , bet anbre in ben ^aibfceiö DE'D' 
fdötj benn gete ec inDED', fo würbe entweber b>7r, ober 
bec SBinfet ADE' nicht im Sreierfe fepn, 3g aifo AB 
fenfrccht auf E'D gezogen, fo mug b entwebec jwifchen AD 
unb AB, ober jwifchen AD' unb AB faßen. 95on ben S5o- 
^gen BD unb BD' fcp BD ber fteinere unb BD"=BD ge* 
nommen j fo tiegen jwifchen AB unb AD biefetben SSogen, 
wie jwifchen AB unb AD" (§, 38. 3uf. 3.)j bie Sogen 
aber jwifchen AD" unb AD' gnben geh hicht JWifchen AB 
unb AD. 3“9it*ch gub bie jwifchen AD" unb AD liegen* 
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ben !5ogen (titfernter bom 0uabrantett/ aM bi’e {tbifc^en 
AD" unb.AD'. 3(1 alfo b entfernt« bbm 0uabranten/ of^ 
a (AD) , fo liegt eg |tbife^en AD" unb AD unb ^at jweter* 

,Ici Sogen «I }u beiben ©eiten beg iperpenbifelg^ etn^a wie AC 
unb AC, tboburcb bie beiben ber älufgabe entfprec^enben 
IDreieefe ADC, ADC' entfielen. 2)ogi nur jwei Sogen 
hoben, olfo nur jtbei berfcbiebene (Dreiecke ben gegebenen 
©turfen genügen fbnoen, folgt oug §. 38. — 

®üre b bera ^eepenbifH AB felbjl gfei^,- olfo bog 
!D?o^in)um ober Minimum ber S5ogen, tbelebe bon A nod^ 

DE' gehen fbnnen 38.); fo fbnnte eg nur eine Soge > > 
hoben, unb eg würbe nur ein ©reieef wbglith fenn. 

(Dicfer goO olfo, ter üugerjle unter ollen mbglichen^ 
ttiocht eine 3lugnohrae. ' ’ 

' €g. würbe in biefem goüe ber (noch lb) um A befehri^ 

hene ^reig ben 33ogen DE nur berühren.- ^ 

3 u f 0 h 2. iDo bie äluflbfung in III. t>on ber in U. 
nbhüngt, fo finbet bort biefelbe gweibeutigleit unb (Entfche^ 
bung berfelben (iott, wie ft<h mit .^üife beg ^olorbreiecfeg 
(eieht borthun (d§t. )Die ^tfcheibung ifl: Slug jweiSBin« 
fein A, B, unb einer nicht eingefthloffenen ©eite 
b loffen nur bonn jwei berfchiebene £>reieefe 
fieh bilbtn, wenn B bom Siechten entfernter iff 
«lg A. - - , , 

3uffl§ 3. ©onj oCgemein für II. unb III, lägt fich 
bog 0efeh ber 3weibeutigfeit fo ougfprechen: 

unter ben gegebenen 0tü(feit tas* 
fenigc, welche« einem ©egebenen gcgen^ 
überffceht, »om D.uabronten ober 9?edhten ' 
entfernter, oU ba« britte ©egcbene, fo 
finbet Sweibeutigfeit ffatt; fon{l nicht. 


/ 
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t StufgaBe. ®en «Punft Bet ÄagelfldcB«' jü fin» ' 
I ben, bet öon allen ©eften e(ne4 
fcBen -Dreietfeö gleichen Slbjlanb 
‘ ’ 3JufI6fung., S0?on BnlBire jorei ®lnfel be^' ©retedfeS - 
bur^ SSogenj fo ifl ber ©urcBfc^nttt berfelbtn bec geforberte 

95ett>eidr' 3tt btm ©reieefe ABC (gi'gnr 32.) fenen 
ble SSBtnfel A 'nnb': C unb D,bec ©urtBfcBnitt ber 

^^olbirungöbogen. Son D fdOe man auf biC fSeiten-bed 
©teiecEeö bit iperpenbiteJ DE, DB;: DG «nb <ieB« ^6-'.; 

© e recbfn>iBtti(Bcn ©reiede ADE , ADF finb gleieftf 
weil AD = AD; EAD = FAD (§. guf. 2.); ba^er ifl 
DE = DF. 3luö bemfelben ©runbe finb bie ©reiede PBC, 
DGC einanber gleich» ba^er DF=DG. SRitBin ifl DF= 
DG = DE; aifo D »on a0en ©eifert gfeicb entfernt: 

3ufa§ 1. ©a in ben redtwinfficBen ©retetfen DEB, - 
®GB bie .^rtpetenufe «nb eine Äaf Bett gleich ifl(DB=DB; 
i)G=rDE); fo finb auch biefe ©reiede gleich unb SBirtfcl 
jEBD=GBD; alfo outh ber britfe SEB infei Bafbirt :■< 

' 3 u f a h 2. ©in Äreiö um D al« SRittelpunft mit. bem 

Stobiu^ =DE beflcBriebenr g«Bt burcB- bie fünfte E, P’;, G 
unb liegt innerhalb be« ©reieded, »eil alle übrigen fünfte 
ber brei ©eiten einen großem 2lb^nb bon D ihdben'/ '"aW 
bet Sfvabiuö ifl. (§. 38.) ©er Äreid berührt alfo .Pur bie 

§.43. 

Slttfgabe. ©en fpunft bet ÄugelfUchf ju fin» 
ben» »eichet »on allen ©pi^en eined fph^* 

. rifchen ©reiedeö gleichen 3lbflanb hat. 

3lttfI6furtg. ©urch bie SOliftclpunfte iweier ©eiten 
beö ©reiedeö lege man iperpenbifcl auf biefclben ; bet ©urch* 
fchnitt bcrfelben ifl »on a0en ©cten bed ©rtiedeP gleich ent» 
«fernt. 
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S5et»ei^. -€ö ftxftn 33.) D onb E bie SRiffer» 
punfte ber ©tittn AB unb AC, F ber ©nrc^ifeftnttt b<r «uf 
jene ©eiten fcnJrecftfcn Sogen DF, EF. Die'ju'erweifcnbe 
®lei(5^eit ber Sogen FA, FB> FC «giebt ffcf) fo; 

' JDie <m D recfjttoinflicben 25rcie<fe ADF, BDF jinb 
gleicfrf »ei( AD=Dß unbFD=FD 5 ba^er jfi AF=BF. 

5öie an E recbtwinflicben JDreiccfe AEF, CEF flnb »egen 
AE = EC unb EF=EF einanber gleich; bo^er AF=^CF. 
SRitbin jinb bie brei' Sogen AF , BP, CF tmter fic5 sfeic^. 

3ufa^ 1. ®a ba€ jDreierf BFC gleiebftfj'enflieb ijt, 
toirb auch bie britte ©eite fiC barc^ bad bon F gefdQte 
jperpenbifel FG ^alblrt^ " “ , 

3ufa§ 2. 2)a FA, FB grSfifer aW alle Sogen flnb, 
»elcfte »on F auf bie ©erfe AB |»ifc^en A unb’B' faDen ^ 
(§. 38. 3«f> 10 wnb baffelbe bon ben anbern ©etter AC, 

BC gilt; fo mtlg- ber SRebenfrei#, »elc^er'um f’^'alb SRihel» 
punft mit bem JXabiub ÄF befcbrieben wirb' unb affo burc$ 
bie ©pi&ep A, B, C ge^f, « ganj oufer^lb- beb^Dreierfe« 
liegen, ©er Äreib i|l alfo ein umgefcbriebener, »ie ber im 
hörigen ^Paragraphen ein eiitgefchriebener. 

3ufa§ 3. ©er ©urchfchnitt^ F ber 5perpenbif^I DF, 

EF fann auch außerhalb beä ©reiedeä liegen;, .benn in ei> 
nem D^ebenfreife ftnb ©reiecfe mbglichc in benen'ber SRittel* 
punft be^ Äreifeb nicht ifl. ' , ’ ^ 

Änm etf. ©et Jtürje h>egen. mag btt SRabiu« be« um ein 
©ceiecf befchtfebenen Jtceifed bet UmfchreibungötabtuO unb 
eben fo Sinfchteibungörabiuö bet Stabfuä beO in ein 
©teietf befehtiebenen ÄteifeO ~ ’ . 

$. 44. - .■ 

£ehrfa$. ©er Umfchreibungbrabiu^ eine^ 
fphilrifthen ©reiecfeb ifl baö Komplement 
bti ©infchreibung^rabinä beä ^olarbrei« 
tdt€ unb umgetehct. 

■ Setbei^. fep (gigur 34. a.) ABC ein fph4ciftht^ 
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SDreftcf unb, A', F, <7 b«iÖ 9 iic 6 bie ^oU »on BC, AC, 
AB, aifo A'B'(7 baä «polarbreietf. 3ti bcm 2)rek(fe ABC 
feo G ber SKiKelpujiff be^ um ABC befc^in'ebciiea 
aIfo bie Slabien GA, GB, GC eiaonbec glei(^. SJtrIdw» 
Sert man biefe biö fle bie ©eiten be^ ipe(arbr»e<te^ bcjAs« 
iid) in D, E, F treffen r. fo finb AD, BE, CF Dnabrantejy 
»eil A, B, C bie «Pole ber ©eiten B'G, A'C', A'B' ftnb; 
bobec ancb GD=GE=GF. 0Jacb §. 11. guf- 5* jlebftt 
bielfe fenfrecbt auf ben betreffenbcn ©eiten bti ?Jol«l>te^ 
täti, baber i(l (»egen §. 42, 3nf. 2.) G jnoleicb bet SOlif» 
telpunjt beä i n baä ^olarb'reiecf befdbriebenw \^reifeä unb 
beffen Svabiu^ =GD. ©a nun GD bab Äomplement- umt 
.GA ifl, fo ifl bet Sebrfaö »ibent, beflTen Umfebcung bar» 
au^ beroprgebtr ba§ antb ABC ba^ ^olacbreiecf Pott 
A'B'G ift.^. ; , ;; J-. 

gufag.. ©ie Äreik, Pon benen bet eine nm ein fpb&* 
cifebe^ ^Dreie^f ber anbere in ba^ ipolarbreied befebriebeit 
ifff haben cinttUi CDfittelpunlt/ Jnb aifo ^lataaellteife. 

§. 45.1 — 

Aufgabe. SDie ISinfel' |u bejtimmen, irnter 
»el(hen bie €bne beö ©e^nenbtciccfei 
" (b. i. beö burcb bie ©ebnen'ber ©eiten ei» 

. ne^ fpbclrifdjen ©reiecfeiS gebilbeten eb» 
"nen ©reiedeö) fij^ gegen bie ®bnen bee 
©eiten beö fpb^rifcben ©reieff e^ neigt. 
2lufl6fung unb SBetpeiö. Sie ®bne be^ ©ebnen» 
breiecfeö ifl bie €bne bcP burcb bie ©pi§en be^ fpbürifcben 
©reiede^ gelegten, ober um baffelbe befcbriebenen, Äreife^. 
©ie Aufgabe lommt affo.barauf (urilcf, bie SBinfel be^ um» 
gefcbriebenen ^reifeä mit ben J^auptlreifen , beren Sogen baö 
fpbikifcbe Sreied bilben, p befliramen. ©er SBinfel {toeier 
Greife ifl nun baä ©upplement ihrer ^olab^dnbe. ^an 
lonflruire aifo in bem Sreiede ABC (gigur 34. b.) ben 
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SSittelpunlft G Ui untdefc^mBenen fnbtm man bur^' ' 

b« 3Ritte jWfi« ©eiten AC, BC, bie ^erpenbifel GD, GE 
legt, ©er ©egenpunft Pon G ftp G'; bec SJoI pon AJB 
fepy; fo ifl'y^' ^i« Entfernung ber bitbtrgebBrigen (pofl- 
lipen) ^ole. 3Br ©uppfement i(l yG, »elebeö - PerWngert / 
bie ©eite AB fenfreebt in F trifft (§• U-' 3“f- 5 ), unb 
tpelcbe^ ba^ j^omplement Pon GF,' bem Pora ^ittefpunft 
be^ umgefebriebenen Areife^ ouf AB faOenben 9^erpenb(« 
fe(/ i({. 

t 

9)ian lege oifo bureb bie ^ittelpunfte ber 
©eiten bed fpbürifcben ©reiedeä ^erpenbifel/ 
»eicbe ficb in ©inem SPunfte febneiben; fo finb 
biefe bie ^omptemehte ber SS3in(e(/ unter toeU 
eben ficb bad ©ebnenbreied gegen bie betref« 
fenben ©eiten be^ fpb<irif(ben ©reiede^ neigt.' 

gufaö 1. ©inb i»ei ©eiten be^©reiedei, etwa AC, - 
BC, gleich ; fo finb eö auch bie ^erpenbifel GD, GE bet* 
felben; aifo baö ©ebnenbreied unter gleichen 5£Binfeln gegen 
bie gteicben ©eiten geneigt. 

3 Ufa b. 2. ©ei gleiebfeitigen ©reieden finb aSe bret 
S^eigungbwinfel beb ©ebnenbreiedeb gleich. 

S- 46. 

3IufgaBe. ©en ©^infel ju Beflimmen, unter 
welchem bie Ebnen bet ©ebnmbreiede 
' '{Weier ipolarbreiede ficb gegen einanber 
neigen. 

^ Slufgabe. 3« beiben ©reiede ABC (§{« ' 

gut 35.) lege man bureb bie «Kittelpunfte D, E zweier ©ei«' 
ten AC, BC fenfreebte ©ogen, beren ©urebfebnitt G fep^ 
bann bolbire man jwei SBinfel A, C beb ©retedeb bureb ’ 
©ogen, beren ©urchfehniti in H fepj fo ifl ber ©ogen GH 


\ 
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bem 6uppltmenee be^ gefuc^ft« SJlrigung^minleM g(ei4, bef» 
fen 9?eb<ntt>mfel oifo =GH. „ 

S5et»eiö. ©ie (Ebnen ber ©ebnenbreiede |»ekr ^Jofar* 
brefede finb bie €bnen ber um beibe befcbriebeoen Streift.' 
jDa noch §. 44. 3i»f- ber u ra ein ^olarbreted befcbn’eben<! 
jfreiö parallel i|l bem tn be€ anbern befcbriebenen Greife; 
fo i(l, ber gefücble SReignrtgöwinfet gleich bem 833infel ber tti' 
unb um baiö ©reied ABC befcftriebenen Ärelfe, beren 
Jefpunffe G unb H finb. (§. 42. 3uf. 2. unb §. 43. 3uf. 2.) 
©inb nun G' unb H' bie ©egenpunfte bon G unb H; fo 
pnb G', H' bie auf ben bem SDiitrelpunft ber ^ugel jugefehr« 
ten ©eiten ber Ärei^ebnen liegenben (poptiben) (pole, oIfo ihr 
abpanb G'H', welcher =GH, baö ©upplemenf beg gefuch» 
ten UBinfelö (§• 12.), ber aifo =GH' ip. 

gufag. iDie um unb in ein fphürifcheS ©reied be« 
fchriebenen Äreife neigen Pch gegen einanber unter benfelben 
SBinfetn, wie bie um unb in ba^ fJoIarbreied befchriebenen 
Äreife. 

QJon bcm 5 1 ^ ^ t n t (» u nt c fpl^dttfd^cr 
5)tcic(fe unb ^olhgone. 

§. 47. 

Xehrfah. 3»ei fph^rifche ©pinbeln h<t^en 
gleichen Sl4<henrgum, wenn ihre äüinfci 
gljtich finb. 

SBfibei^. ©ie SEBinfel APB, DPC (gtgur 36.) bec * 
©pinbeln PABP' unb PDCF fepen einanber gleich. SDfan 
fege PCF auf PAP', fo fdOt PDP' auf PBP,- bie ©pin» 
beln beden pch, h«ben alfo gleiche gidchenrdurae. 

S. 48. 

Sehrfah. ©inb jmei fphdrifi^e ©reiede ihten 
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' SBinfetn unb &eittn nadf gleich;' fQ Kolben 
fic Qltid^ttt S(äd)tntaum. 

3n b«n ©reitcfen ABC, A'B’C' f§tgur37.) 
ftt) AB=A'ß'; AC=A'C' u. f. ». unb D, D' feptn bfe 
9Kittt(punfte ber eingefcbriebenen Greife; a(fo tit ^erptnbtfel 
DE, DF, DG fo Wie D'E', D'F, D'G' tinter ficb gfeicbf’ 
unb b« SBinW A, A', B, B' burd) AD, AD', BD, B'D' 
^albi'rt X)ie ^Dreiecfe DAB, D'A'B' (inb tinanbec gUl^e 

mit AB=A'B'j SSinfcI DAB = lcAB=lcrA'B'= 

D'AB'^ unb ebfnfo DBA=D'B'A' ifl; baraud folgt AD 
=A'D'. Sie on G, G' rtcbtttinflicben SDreitcfe AGD, 
A'G'D' finb gltid), »fil AD = AD' unb «JBinfel DAG= 
D'A'G' (§. 30. 3iif. 20; barauö folgt DG = D'G' unb 
AG=A'G'. Cd fInb oifo bit Cinfebreibungdrobitn bdbft 
'©reitet« gleich; unb ttit AG=A'G' bewiefen tourbt/ fo Idgt 
fich bie ©leichbeit aOfec übrigen gleichbejeichneten Xhtile nuf 
ben ©eiten beibtr ©reiecte' barthun. Ueberbied ifi noch 
^.42. AG=AFj A'G'=A'P*; folglich ouch A'F=AG; 
A'G'= AF. «Kan mug boh«r bie 58ierecf e AFDG, A'F'D'G' 
fo auf einanbte legen, bag ge geh beäen; ndmlich AF mit 
A'G', AG mit A'F u. f. ». ©ah«c hüben bieft Sieredc 
gleichen glüchenraum. Cben fo ergiebt geh bie ©ectung bec 
gSierteft FDEC mit FD'E'G unb GDEB mit G'D'E’F. 
©a biefe brei IQierecte bejüglich gleiche S^^^benrÜnme hüben, 
fo gnb auch ihre ©ummen, bie glclchenrdume bec ©reieefe, 
einanber gleich. 

Sufah- ©egenbreiecte hüben alfo auch gleiche glühen« 
rüume; bedgleichen ©egenpolpgone, toeil ge geh burch >Dia« 
gonalen in lauter ©egenbreieefe {erlegen laffen. 

§. 49. 

Ethrfah. ©ec gldchenraum bec fph^cifcheit 
©pinbel bechütt freh {u bec ^ugelfldche, 



i»{e ber SBJnfil • 6ec"' ©pinbel t>{er 
SRec^ten. 

95e»ciS. ©tt SBinfd APB (gigut 36.) bcc ©pmbel 
PABP' fe^ mit W, bie ©unime »ob »iet 3le($ten burtb O; 
brr gidcbenraum bcc ©pinbel mit S, bte ^ugcIfTdcbe mit K 
6titid)tut. ftnb nun entmebcc W tmb O fommetifucBbel 
obef infommenfurabel. 

1) ©ittb fie fommenfuraStl , fo fet> ein SBinfd w baä ge« 
meinfcbaftlicbe 9)?aag, bem eine ©pinbct s entfpricbt/ 
unb c^ fep W=nw; 0=mwj fo i|I »egen §. 48. 

S=nsj K = msj «Ifo **** 

, W S ' 

»et ^=g-. 


2) ©ittb W unb O infommenfurabel unb e« todre nicbt 

W 4- V S • 4. ' 

•=^rt »0 V trgenb einen 


WS-, 
7T=r5 fo f«9 


0 ~K’ Ö“ ~K’ 

?ajinfef bebeutef. Sebenfatl^ fdgt ficb nun v in jtoef 
Xbeife v', v" jerlegen, fo bag ("W+O >nit fom* 
menfurabef ifl, unb e^ gebbre }U bem SBinfel v' bie 
©pinbel s'. ©onn 'i(l nach bem eben bewiefenen 

W+v'_S + s' ^ , W + v_ 

Ö 


-Q— =■ nach ber Slnnabme ober 


£■• ©0 nun S4-s'>S ijl, fo mögfe auch W+v' 


>W4-v; oifo ber Xbeil v' grbgec oW baö ©anje 
V fepnj t»aö ungereimt ifl. 

€ben fo jeigt man, bag aui^ nicht ~’ q ‘=g 
fonn. 2Ufo mug In jebem goßt fepn. 


3«f<«& 1. Slimmt man aW SBinfeleinbeit benfenfgen 
SBinfel u, ber alei €entri»infel burch ben bem SRabiu^ glei» 
eben Sogen gemeffen wirb; fo ig befanntlich 0=27rn unb 
e^ fei>W=wa, tpo w eine gabt bebeutef. 


\ 
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92iramt man ftrhtr baö Guabraf brt Äufldrabinö R 
jur ffinbtit bf^ gldc^enraume^, fo i|l K=4;tR*, unb 
S=sR*, t»o auc^ s eine 3abf t'|!, 

n wu sR* ^ « 

SRa(^ b<m £cbrfa§t t(l olfo '^==2 ’ 

V 

ttoraui a=2w fofgf; baö ^ti§U bü SScrbaltnigjabl bt^ 
gldd)cnraumeä ber ©pinbel tfl baä ^Doppelte btr i8erbd(tnt§' 
iai)l be^ ^infe(ä/ wenn ©pinbe( unb äOinfel auf bie oben 
genannten €inbeiten bejogen werben, ©ec Äiirje wegen 
brürff man bieö fo auö: bec gldcf>enraum ber ©pin« 
bet ift boppett fo gro§, a(^ i'br ^infel: wobei man 
mbeß imraec nur bte Jablen, bureb weli^e iene®rbgen ben 
ongenoraraenen €mbeiten nach genuffen werben, meint. 

^ufa§ 2. Stimmt man (gigur 36.) bie 95ogen P.A, 
PB, jeben gleich einem öuabranten, fo ift ber 25ogen AB , 
baö SÖtaag bt« fSinfelö P,' b. b- »«« £dngeneinbcit 
öer Slabiu^ (ber Äuget), unb aW 2Binfeleinbeif ber oben bc* 
jeiebnete aBinfel genommen werben, fo ^at AB biefclbe 
©erbdftnigjabl w, wie P; ei ig AB = wR. ©a bie ©ptn* 
bei S=2wR* ijl, fo ig auch S=2.Aß. R, ober =s=2Aß, 
wenn man bie Einheit R unterbrüeft. €ö i(l alfo ber gfd« 
tbenraum' ber ©pinbel gleich bem hoppelten Slechtecfe, beffen , 
eine ©eite ber SRabiu« ber Äugel, beffen onbere ©eite bem 
IBogen gleich i|l,'ber ben QBinfel ber ©pinbel raigt. 

3n bem oben bejeichneten ©inne fann man auch hier 
fagen; bec gldchenraum ber ©pinbel ifl gleich bem hoppel- 
ten S5ogen ihreö SBinfelö. — 

©ie Äugelffdche ijl fonach =4n= einer ©pinbel beren 
sa3inffl =4 Siechten. 

3lnmetF. ©et uncigentli^e 2fu8brutf: bet gldchenraum 
bet ©pinbel ifi ihrem hoppelten ©infei gleich, — fann tedht wohl 
gebulbet werben, wenn man ihn nur richtig oergeht ©enn bet 
fong auch fibliche 3tu6bcucfi' ber gldchenraum bet ©pinbel he>t 
S.um SJlaage ben hoppelten ©infei, ober wirb butch ben hop- 
pelten ©infei gemeffen — ig nicht weniger uneigentlich, ba 
X 5 
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bad mit bcm |u 2)te{fenben Siid^etu 

taum unb SOSinJfl (obft S3ogcn) abei t)etct 09 ene Singt |tnb. . 
" S» ^äcje »egen »erben »it und eitfo in bet Solge bc9 
Jfudbcucfed bebi^nen: „ber gl(?cl)enraum F ift bem 5Bin?el AV 
ober Sogen B gleich" — unb netflefjen barunter eigentlich: „bie 
Serhiittnipiaht f i|l bet SerhiSttnifiahl w ober b gleich" — »o 

F W B 

^ = b=^ ijf. 

N 

, $. 50 . 

£ehrfo$« gld^enraum bed fph^bifchea 

Sreiecfe^ i(l bera Uebcrfchuffe bcc ©umm« 
feinet ^tnfd über iwei Siechte gleich. 

Seweiö. fet) (Signr 38.) ABC ein fpharifche^ 

iDreiecf^ beffen ©eiten ^ ju J^nuptfreifen noOenbet, pnt 
jweiten a3?ale in ben ©egenpunften A', B', C' fchneiben unb 
fo acht Sreiecfe bilben^ tnelche bie ganje ^ugelfldche einneh« 
inenf unb ton benen je jn>ei ©egenbreiecfe ^nb, alfo gicü 
^en Sldthencaum haben. Sejcidjnct man bad Sceied ABC 
mit T; beffen Oiebenbreiecfe A'ßC, AB'C, ABC' bejüglich 
burch 'r*! T", ‘r'"; bie ©egenbreiecfe biefet Piere burch 
t’, t", T; fo ijl T4-T'+T" + r"+i + t'4-t" + t"'=4?r 
(§. 49. 3uf. 2.); unb bo T=t; T = t' u. f. tp., fo ifl 
2 (T + r4-T" + 'r")=47r; alfo T + r + T" 4 .T"'= 
2?r. Serbinbet man T mit febera feiner SRebenbreierfe/ fo 
erhdit man brei ©pinbeln mit ben ?IBinfeln . beö ©reiecfe^. 
©d ijl bann T + r=2A; T + r'=2B; T + T"’= 2 C; 
obbirt man biefe ©leichungen, fo erhalt man 3T+'T'4-T"+ 
T"'=2(A+,B4-C); hiePon bie ©Icichung T + T'4-T" + 
T"=27 t abgejogenf giebt2T=2(A+B-fC) — 2nc, tpor» 
aud 'r=A4-B + C — er folgt. 

3tnmerf. 2luch h’^taud ergiebt fid}, bap bie ©umme bet 
SBinfel eined fphdrifchcn Sreieded groget ald jwei Siechte ijl, mjb 
j»ar um ben gldchenraum bed Sreiecfd. 

3ufoß. Sa bie SEBintelfumme fletd <37t Ift, fo raug 
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T<2« b. bet gW^etirauro beö ©reiedf^ö fWntr aW bfe 
^albt j(odeI(ld^( fepn. 

< 

\ 

§.51. ' ■ 

WJt 

8e^rfa$. ©ec gldc^enrattra eineö fpMn'fc^ert 
ipolpsoneö ijl gleich bec6umrae aHec5aJin* 
fei beffelbeB/ »enigec fo oflmal jwenXcc^» 

. ttf al^ bttö ipolpgon ©eilen »enlger jwel 
^‘a l. 

S5 1 » c I fep (gigur 39.) ABCD .... ein fp^UcN 

fcfteö ^olpgon »on n ©eiten. 3lc^f man öon einem Inner- 
halb beö spolpgoneö beliebig gemdhlten ipunfte P S5ogen 
nach ben €(f en beffelben , fo jerfdCt baö ipolpgon In n ©rel» 
ecfe. ifl nun PAB=«' +g,' —n; 

PBC =«' -i-ß'-i-'g/'-^TC n. f. W. 

SOfIthln ble ©umme aßer ©celerfe 

PAB+PBC + =a’ + ß^ + a"+ß''+ 

. , , . + 9 ’* + 9 >" + 

• — n«; 

e« Id nun a +/9'+o"+/?" + =::A4-B + C4-.....) 

unb g>’ + g>' + g>"' + =27T} babec bic ©umme atter 

©relecfe/ ober bec gidcbenraum beö ipolfpgone^ 

• ' ssa^A -f- B -j- C "f* )-|*27r— ^n/Cj 

=(A 4*B 4" C+ ) — — 2)nr. 

3ufo§ 1. ©er ©aö gilt au(^ non gjolpgonen mit, 
einwdrfd gebenben Sßlnfcln, menn man nicht biefe, fonbern 
ble liberflumpfcn Innern SÖinfel (ble Implemente lener) alö 
SBInfel beö ipolpgoned betroebfet; benn e^ l|l blec biefelbe ' 
Serfdffung In n ©retede möglich. 

' 3 tt f a § 2. 3?lmmt man ben 35uttft P auf einer ©eite 

bf^ ^olpgoneö, fo »erfchminbet ein ©reieef unb man erbdlt 
nur (n— 1) ©rfifrfe. SRücft man P In eine €cfe bei i|Jo» 
(psone^r fo Perfchmlnbet no(^ ein^; alfo lufamtnen {mei 

i 5 *- 
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5>fekcf«, an^ ei ifl al{o (n— 2) We ^o^il *er: ©fefede; 
tvflc^e ft^ burc^ £)ta 9 onaItn aon tiaem fünfte au^/. 6U* 
ben laffen. — 

31ucf; wenn P duger^a(6 beö spolQgoneä genommen wicb^ 
ergiebt ftcb ber S(dcf)enraum ; nur umfldnbdcber. 

3ufo$ ^ojeiebnet man ben ^liicbenraum bc4 $o« 
lagone^ mit P, fo iü naeb bem 8ebrfa|e 

• P==(A + B-|-C + ....)— n?r4-^?r • • 

; =s2?t — (n — A)-^(nr-i-B) — («— G) — ..... 

=2fr — C^ + B + GH“ ); 

aff» i|{ ber . Sidebenraura 'jebt^ tpi>li)gone^ ^ ttelebeä feine 
einwdrt^ ge^enben SBinfef bot; fleinec a(^ bie bnlbe ^uge(< 
pdebe. _ _ _ 

3»f«l 4. 5Da (A + B-f c + ....) ben ^Perimeter beö 
' ^olarpolngone^ auämaebf nnb naeb 3uf- 3. fieinor, afä 27t 
iff; fa folgt, bflg ber ijjerimeter >ebe^ fpb<Srifcben ^Jolpgonc^ 
Heiner al^ 27t,^ b. i. a(^ ein .^auptfrei^ iff. 

• jr 

§. 52. 

(Ecfldrung. €in fpbWfebeö ©reierf ^ei§t ein febic* 
fe^, wenn ber pon ber ©pi|e auf bie 3)fitte ber @runbfeite 
gezogene 23ogen mit ber ©runbfeite febiefe SBinfel bilbet. 
3t mehr biefer Q3ogen Pon bem bureb bie 9)titte ber 0runb» 
feite fenfreebt gebenben 0ogen abtpeiebt, beffo febiefer ifl ba^ 
SDreieef. 

3ufa§ 1. €rricbfet man auf ber SJJitfe ber ©runbfeite 
einen fenfreebfen ^ogen, fo ifl ton ben onbern beiben ©ci» 
ten beö ©reieefeö biejenige, »eicbc jener fenfreebte SBogen 
nicbf trifft, bie Heinere. 

©enn ijfl im ©reieef ABC C5'g“f DE biefer fenf* 
' rechte Sogen, ber in F bie ©eite AC trifft, fo ifl CB< 
FB+FC; aber FB=FC (§. 38. 3uf. 3.), baber CB< 
AF + FC , b. i. CB<CA. 

' ^ 3ufa§ 2. Umgefebrt: ©ie grogere ©eite Wirb jletö 
Pon bem Sperpenbifel getroffen. 
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S. 53. 

8e^rf«|. SBenn j'tttl ©ttit de 9 feiert 

@runbfeite unb glei’d^en ^tde^enranm ^a< 
ben, fo bat f^lefere einen grbgetn Uni» 
fo n 9. ’ ‘ « 

^c»ei^. 5Die Dreiede CSi9Ur4l.) ACB, ADB fepm 
ibrera gldtbenrautne nacb gfeieb/ ADß fcp baö fd)icfere 
©reied unb CB, DB bte ffeineren ©cifen. ®a CB<CA; 
fo ifl SBinfel CAB<CBA; um fo racbr OAB<OBA; 
ölfo OB<OA. fep OP=OB,' OG=OD, fo ijf / 
£)reied OGF=ODß, »egen ©leicbbeft jweicr ©eiten mit 
bem eingefcbloffenen fann aber G »ebec )Wi» 

fd)en O unb C, noch auf G fdbfi faBen; benn in beiben \ 
gdBen würbe OGF<OCA fepnj ba boeb SDreied OCA« 

ODB fepn raug, »eil ACB— AOB=ADB— AOB i|f. 

©ebneibet nun GF in E bie ©eite AC, fo iß AE< 

AF + FE,- EC<EG + GCj baber AC<AF + FG + 

GC. BIbbirt man ju biefec Ungleicbung bie ©(eiebung CB 
Äi:CO+OF, fo folgt 

- ' AC + CB<AF+FG+GO + OF; 
e# iff aber GO = OD; bober AF4-OF'+GO=ADj «ueb 
iß FG = DB ; fofgficb AC + CB < AD + DB. . , , , 

gufab, Unter ben S^reieden ouf gleicher' ©runbfjflte 
unb t>on gleiebem Si<^(brnratrme bat ba^ glei^fcbenflicbe ben 
Weingen Umfang j benn jebe^ anbere gebt febiefer^ otö 'ba^ 
gleicbWenflicbr. (5- 40, 3uf. 1.) 

S. 54 ' ' ' 

V gebrfab- Unter ben fpbarifeben ©reieden öüf 
gleicher ©rnnbfeife unb ton gleichem Um* 
fange bat baö febiefere ben fleinern gU* 
ebenraum. 

®e»ei4 3n betr ©reieden (§igur 41.) ABC, ABD 
,(<n AC+ BCaa^AD + BD unb ABD ba^ febiefere ©reled. 
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SD«fr<(6e f<mn nun nic^f == ABC fepn, weil na^ »origem 
@a$e ABC einen Seinern Umfang ABD ^a6en mit§(e^ 
mag gegen tie Sßoraugfegung i|{. €6en fo toenig fann 
ABD > ABC fepn; benn todye bieg, fo Idgt AH fo 
jie^en, bag ABH=ABC, ifl. SDann mürbe A.H+HB>- 
AC+CB fenn, unb ba 'AH4-HB< AD+DB ijl, fo ^ 
mügte 4«m fo me^c AD + BD>AC+BC fepn, mag roll • ' 
ber Soraugfeöung (Ireitef. ©a^et ifl ADB<ACB. 

gttfag. ©ag gleic^fc^enUic^e ©reiecE ifl aifo bog 
grügte unter aßen ,, bie mit i^m gleiche @runbfeite unb g(ei< ^ 
(^en Umfang ^aben. 


' ■ ' §. 55. 

?ebrf«§* Unter ben" fpMtif^tn fPoIpgenett 
»Ott glei(^'»iel ©eiten unb gleichem SId* 
dfenraume ig bagfenige, melcbeg ben flein? 

’ ' gen Umfang gleicbfeitig. ^ 

Semeig. €g fep bag fpbdrif^e fpolpgon ABCDE.... 
bagjenige, meft^eg bei gegebenem ^Idcbenraurae ben Ueingen 
Umfang' bm* ^dre eg nicht gleicbfeitig, fo folgen {rgenbmo 
jmei ungleiche ©eiten auf einanber. ©olche fepen AB unb 
BC. ©enft man geh über AC ein ©reieif AKC=ABC ^ 
unb fo befchrieben, bag AK=KC; fo ig AK + KC<AB 
+ BC (§. 53. SufO unb ber Umfang beg «polpgoneg ' 
AKCDK..., mel^eg =ABCDE... ig, Heiner olg ber 
beg lebtern, mag gegen bie a5oraugfe|ung greitet. ©aber 
fbnnen nicht jmei ungtei^e ©eiten auf einanber folgen unb 
bag fpolpgon mit. bem fteingen Umfange mug gleicbfeitig 
ffpn.. , 

3ufa§. Unter ben ?Jolpgonen »on glei(b»iel ©eiten 
ugb »on gleichem Umfange ig bagjenige, melcheg ben grbg* 
ten gldchenraum hat, ein gleichwinflicheg. ©enn menn für 
ben gegebenen Umfang a;l-b+.c+d + ....) ber §ldchen< 
raum ein SRapimum ig, fo ig eg auch bie SSinfelfumrae 
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(A'*fB'+C+D 3« 5 }oIarpol 93 one 1(1 ba^er fflc , 
bie ßcgtbene SStnf elfumitie (a + b + c 4- d 4* • • • 0 » roif^o 
für ben gegebenen glacbenraum ber -Umfang (A+B4-^+—-) 
ein SWinittnira; olfo naef) bm g^brfage ba« ^ororpol^gon 
ein glcicbfciti’gtö* 3P A = B=C u. f. tt).» fo ifl A== 

B=C=....; olfo unter ben (pofpgonen bon gleichem Um* 
fange baö größte ein gleic^minflicbeö. 

§. 56. 

gebrfaö- Unter ben ^bfpgonen t>on gleich »(et « 
'.©eiten nnb bon gleichem Umfange ifl boö 
, srögte.ein gleiehfeitigeW. 

SSeweiö. 3(1 baö (polngon ABCDE... (gignr 42.) 
boö größte, melcheö bei bem gegebenen Umfange unb gege- 
bener ©eftcttiabl möglich iß, unb eg (ließen irgenbroo un- 
gleiche Seiten iufammen , etwa AB , BC ; fo fep über ber 
©runbfeite AC ein glcichfchenflichesJ JDreied AKC befchrie» 
ben, fo baß AK 4 -KC=AB+BC. -Dann iß nach §. 54. 
3uf. baö ©reierf AKC > ABC, mithin bad «polngott 
AKCDE..., »elchcg gleiche ©eitenjahl unb gleichen Um- 
fang mit ÄBCDE.... hatf großer alö biefe«, gegen bie 
Annahme, golglich ABCDE.... glcichfcitig fepn. 

3ufoh 1. Unter ben gJolpgonen bon gleich biel ©ei- 
ten unb gleichem gldchcnraurae iß ba^jenige, tbeldhe^ ben 
Heinßen Umfang h«tf «>« gleichwinfliche^. 

©enn iß bei gegebenem gldchenraume (A4-B + C+.... 

_(n— 2)rt) ber Umfang (a+b4-c + ••••) ein SBim'mum, 
fo iß in bem ^Jolarpologone bei g^gebejtem Umfange (A + 

Ü 4 .C , 4 - . ber Sldchenraum (a 4 - b 4 - c 4 r . . . . — (n — 2) jt) 

ein SWapimum, boffclbe alfo bem gehrfage nach. ein gleichfci- 
tigeg. 3lttiJ Ä=B = C=.;. folgt bann A=B=C = ... 

3ttfah 2. iSluö bem gthtfa&e-unb §. 55. 3“f* 

Unter ben fph4rifchett.!|ypb)goiKn bpn gleich biel ©eiten unb 
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»Ott glficftem Urofattge ijl bad' grofte ^in 
unb flUic&ftUigeÄ , 4 lfo tW regeln) 5§i 3 e«. 

gufol 3. au« §. 55. uttb §. 56. ,3uf. 1. ergiebf fiäft 
Unter ben (pologohen »on g(eic^ t>ie( @eiten unb 

gUtä^ein i({ ba«jtni’ge^ toelc^e« ben ticinflen 

Umfang &at, ein regefmdgige«. , " 

Q3o)i &em SfJebcnftcifc. 

■ . . , $. 57. ” . i 

erfldruttg. ©ij^fpMfifcbe Äeb«< iff b<rf«nise 
innerbolb eine« iRebenfreffe« liegtnbe 356gen eine« ^aupffrei« 
fe«> meicbee |tPei ipunfte ber ißeripberie be« iRebenfreife« 
perbinbef. 

S)ie 6 ebne tuirb jum Surebmeffer, wenn f!e bureb ben 
Cfpbdrifcben) SRittelpunft be« greife« gebt. 

3 ur 0 etante wirb bie @ebne^ wenn fie dber bic 
ripberte be« SRebenIreife« b>nau« gebtf unb bie 0efante gebt 
über in eine Xangente^ wenn bie beiben ^urebfebnitt«« 
punfte betreiben in einen nufammenfaBen. 

2Die bei ber ebenen 5^rei«(idcbe Porfommenben iBegrirfe 
be« ©egmente« ober ^rei«abfcbnitte« ^ be« ©eftoc« 
ober ^rei«au«fd)ni(te« gelten ber analogie gemdf auch bei 
ber fpbdrifeben Ärei«pdcbe 5 bober biefe, fo wie anbere in bet 
^(animetric übltcbc au«brude biet niebt weiter erfidrt |tt 
werben braueben. 


t 

£ebrfab. 25^ie ® egenpnrtfte berjenige^t ijJnnfte/ 
Welche ouf ber 95er ipberie eine« SRebenfrei» 
fe« (iegettf hüben wieber einen 3ßeben{rei«f 
beffen ^ittelpunft @egenpuntt be« 
dRittelpuntte«; nnb beffen (fpbdtifcber) 
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Slabiuil gleich ibem bt^.erjlen 

Äreife^ ijl. 

Sfweiö. f «9 (gfgur -Ö.) M ber SRIttdirnnft bei 
9}ebenfreif<^ BAC unb A ein btliebtgcc ^unft m ber $eri« 
p^trie bffftlbnt. ©tgenpunft »on M ftp M', ber 0e* 
gtnpunft pon A fep A'; fo ßnb bie ©tgenbogen AM unb 
A’M' einanbet gltic^. * 

Denft man f!c^ nun A nuf bet ?Petip^erie BAC fort- 
rilefenb, fo rürff auc^ A' fort, unb bn in jebet ©fettung AM 
= A'M', fo bleibt A' immer in gfcicber Entfernung bon 
M'; mitbin liegen bie ©egenpunfte bet iperipberie ABC in 
einem IRebenfreife , bem bie im Sebrfa^e auägefprotbenen 
^erfraale }ufommen. 

2(nmetf. ®ol<be Äteife nennen »It ©egenftelfe. 

3ufa§ 1. 3<bet <punft innerbolb beö einen 5freife4 
finbet feinen ©egenpunff innerbalb beö GegenfreifeÄ. ®enn 
i({ a ein ^nnft innerhalb bei einen Äreife^ unb M beffen 
gfjittefpunft , unb f?nb M', beren ©egenpunfte, fo ijl bet 

Sbogen >Ma fleiner «lö ber SRabiu^, unb ba MV =Ma, 
oad) MV fleiner, oW ber Stab iuö bt^ ©egenfreife^; alfo 
a innerbalb beä ©egenfreife^. 

©aber finbet jebe gigut innerhalb be^ einen Äreifei^ 
ihre ©egtnfignt innerhalb be« ©egenfreife«. 

3ufa@ 2. ©egenfreife finb iparaDelfreife, beten Ebnett 
gleiche Entfernung uom ©littelpunfte ber ^ugel hoben. 3)enn 
ba fit gemcinfehaftliche ipole, alfo auch gemeinfchaftliihr Slchfb 
haben, auf »elcher bie Ebnen beiber fenfrecht flehen? fo 
finb ffe ißaraQelfreife. Gleichen Slbflanb bon bem !Dlittef<* 
punfte ber 5^ugel müfen fle aber haben, tpeil ungleiche 3lb< 
(I4nbe ungleiche Äreife geben »örben. (§. 3. Juf. 1.) 

3ufa$ 3. fegt man burch bie SDlittelpunfte M, M'- 
ber ©egenfreife’ einen ^auptfreiÄ MAA"M , ber in A , A"‘ 
beibe Äreife fchneibet, fo ijl AA"=« — 2MA, unb man 
fann AA' bie Entfernung ber beiben Greife pou einan« 
bet nennen. 
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3e gröftr bie Slabitn MA, M'A% ffnb, be(!ö'flemct 
in bie Cntfcrnmig AA". ©e^tn bie 9?e6enfreife in .^onpf> 
freife über, fo »erfcbwinbet AA" unb bcibe ©cgenfccife faU 
len' |uf<^nmen in. einen J^autHfrei^. iDer ^aupttreig iß 
<tlfo fein eigener ©egenJrei^. ^ 

3ttfaö 4. Umgefebrtt i&aBen‘j»ei 3?e6enfreife gleiche' - 
9labien unb ftnb i^re ^ittelpunfte ©egenpunfte/ fo ftnb fie 
©egenfreife. (§. 6. 3ttf' 3.) 

§. 59. , . 

1 \ 
ie^rfag. fSJitb ein SRebenfreiö »on einem 
J^auptfreife in jtoei ^unNen gefebnittenf 
fo wirb ou^ beffen ©egenfeeiö oon bem* 
felben ^auptfeeife in jwei -fünften, unb 
. jmac in ben ©egenpunften bec eefiern ge« 
febniften; »itb ober bec erftece Sieben« 

.. feeiä bon bem ^auptfeeife nur in einem 
spunfte becübttf fo »irb e^ ou^ ber @e« 
genfreig/ unb itoor am ©egenpunfte jene^ 
Serübrungöpunf te^. . ' 

r • , SBemei^. 'SSicb bec er|Ie Siebenfrefe bem bem ^oupf« 
freife in ben «punften a, ß gefebnitfen, fo liegen bie ©egen» 
punfte «', /?' berfelben fotoobl in bem,©egenfrcife, olö in 
bem J&ouptfreife {§. 4 3uf. 2.) j mitbin febndbef ber .ftaupt« 
(rei^ auch ben ©egenfeei^ in ben ipunften o'> ß", ben @e« 
genpunften bon a, ß. 

SSerübrt aber bec ^auptfrei^ ben erflen Siebenfrei^ 
nur in einem ipunfte a, fo liegt beffen ©egenpunft a fo« 
tbobl im ©egenfrejfc/ a(^ im S&erübtungäfreifei ©inen )tbei< 
ten $un(t fann Unterer mit bem ©egenfreife nid)t gemein 
hoben > weil ec fonfi noch bem S3ett>iefenen oueb mit bem er« 
fleren Siebegfreife jtbti fpunfte gemein hoben mugte.' . 

golgli^ berührt er bloä ben .©egenfrei^^ unb '{tbar tut; 
©egenpnnfte bc^ erjlcren S5erübrungöpunfte4 
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1. Grifft ein ^aupttceii etnen 0®e6enfreiö gat 
ni^tf fo trifft er ouc^ beffen ©tgenfreid ni(^t. . 

3ufag 2. iDie Segraente, welche ein. J^auptfreiö »on 
i»ei ©egenfrcifen abfc^neibetf ftnb ©egen feg mente ouf 
g{ei(^en Seinen. , , 


. §. 60 . 

8e^rfo$. 3n febem fRebenfceife (fc^en gleiche 
SBinfel am ^ittelpunfte auf gleichen @e^> 
nen un.b auf gleichen ^ogenr unb 6 Üben 
gleiche ÄceiöauiSfc^nitte. . 

©eweig. ©g fep CSiguc 44.) ber SBinfel AMB= 
A'MB', »o M berSRitteipunft beg ÄreifegAB, A'B'i^. SRan 
•benfe f!c6 ben 2lugfc^nitt A'MB' fo auf AMB gelegt, bag 
A'M auf AM fSOt, fo. fättt auc6 FM auf BM unb B' 
öUf B, wie A' auf A; mithin bedt fic^ bie ©e&ne A'B' 
mit AB. 

2lut6 bet 0Jebenbogen A'B' fdttt ganj auf ben SRcben« 
bogen AB, »eil ungleiche Siabien ba fepn mögten, wenn 
ber eine non bem anbern abroicbe. 

SDabec becfen auch bie Siugfibnitte ffcb.- 
3 u f a b 1. 3(uf gteicben ©ebnen' geben gleiche ^infel 
am SRittelpunffe ; benn bie ©reiecf e MAB , MA’B'..gnb aU 
Utt (Beiten nach'- gleich, Wen« A'B' = AB,,; unb alfo bie 
SBinfel AMB , A'MB' einonbec gleich, ~ * 

^aher gnb burch gleiche ©ebnen ^ auch gleiche ©ogen, 
gleiche ülugfchnifte — auch gleiche Äreigabfchnitte — bebingt. 

3ufa§ 2. SDur(h gleiche ©ogen AB, A'B' eineg 9le» 
benfreifeg gnb gleiche SBinfel .am dRittelpunfte, gleiche ©eb« 
nen u. f. w. bebingt. fDenn eg Idgt geh, wie Potbin, bie 
£>ecfung ber genannten ©ogen nachweifen, aug ber bag 
Uebrige folgt. 

,3ufoh 3. ©on ben beiben 3lbfh»itten, in welche bie 
fpbärifche'§ldch< |beg UJebenfreifeg burch ««« ©ebne jerl^t 
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Wirt»/ if{ berftnige ter' dc50ere ht welchem btr SOttItelpunft 
beö greift? («gt; unb umgtfc^rt. ’ • • * ; 

3ufa^ 4. S>ie ^eit ber )tt gleichen SQmfeln am 
, ober ju gleichen Seinen; ober ||u g(eie^en dU» 
benbogen gebbeigen übrigen/ borber genannten/ ®tü(fe gilt; 
oueb/ wenn 0e nicht in einem unb bcmfelben Greife/ fon» 
bern in »erfebiebenen/ ieboeb gleichen Äreifen liegen. £)enn 
eg (ü§t ftcb nicht nur bie £)cifung folchcr Greife fclbfl/ fon* 
bern auch ihrer SSogeU/ ©ebnen/ Slbfchnitte u. f.'ro. unter 
ber genannten Sebingüng nachweifen. 

3ufah 5. ©egenfegmente (§. 59. 3»f* 2:) 
eben gfachenraum. 

J^ierauö (efgt 0ch bie ©feiehbtit |Weier ©egenbreietfe ib» 
rem glichenraume nach obteiten. ^enn fit laffitn freh in- 
©egenfreifen fonfiruiren/ — liegen a(fo immer in (fo wie 
ouch um) ©egenfreifen/ — unb ihre ©eiten fchneiben »on 
ben gieühtn ©egenfreifen gleite ©egmehte ab. 

' §-61. ’ ' ; 

,£ebrf<th« £>dg ^erpenbifel bom ^itte(|»unfte 
beg SRebenfreife^ auf eine ©ebne beffel-' 
ben bftlbirt biefe. 

SSeweig. ©teht ber ©ogen MD Cgigur45.) fenfre^t 
auf her ©ebne AB, fo flnb bie reehtwinflichen ©reieefe MDA,‘j 
MDB gieich/ Weil MA=:Mß5 MD=MD, (§. 29. 3«f0> 
baber id AD=DB. □ 

> 3^f<»Ö ®er bom SOStittelpunfte beg Äreifeg nach 

bem ?Kittelpunfte einer ©ebne gebenbe ®ogen fleht auf "bef 
©ebne fenfrecht. 2penn bann flnb bie ©reieefe MDA, MDB 
wegen ©leichbtit breier ©eiten/ glei^z unb biefer ISinfel 
MDA = MDB. 

3ufa§ 2. ©er burch bie SDlitte einer ©ebne fenfrecht 
gebenbe l&ogen gebt burch hen 0iRitte(punft beg Areifeg.^ 
©enn' ginge ein anberer i5ogen bom 0litteIpunfte beg Sve’f 
feg nach hem SRittefpunfte ber ©ebne/ fg würben nach 
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3ufl 1. )»ei 9^erpenbih( in bemfelbeit fünfte n»<rf 

m4t in6gi^ if{. (^- 10. 3uf.) 

^ufo§ 3. ©er 3RitftI)>unlt be^ Äreifeö ifl ber Durt^ 
ft^nitt ber in ben 0O}ittripun(ten gtteiec ®e^nen fcnfrec^t 
graben Sogen. 

4. SSerldngert man ba^ $erpenbife( MD über 
M binauä, fo gebt eä burcb ben ißoi ber ©ebne AB ($. 8. 

3ttf. 4 .); unb tmtgefebrf: 'wenn burcb ben ^oI einer ©ebne 
unb burcb ben SRitteipunft beä Süebenfreifeä ein Sogen geb^ 
fo trifft er bie 9)?itte ber ©ebne; ferner: menn ein Sogen 
bnrcb bie ^itte ber ©ebne unb burcb ihren fpo( gebt t fo 
gebt er burcb ben COIittelpunft beö Siebenfreife^. 2llfp liegen 
ber SJfittelpuaft ber ©ebne, ber SRittelpunft bcö SRebenfreife« 
unb ber fpol ber ©ebne immer in eineut unb berofelben 
Jjiauptfrefe. 

2(nmerf., ©iep folgt oueb unmittelbar au6 §. Q., toenp 
mört um ü ali ^oI mit bem fRabiuO DA (=DB) einen ÄreiP 
befebceibt. 

3ufa§ 5. ©ie bem SRittefpunfte beö Äreife^ ndb«re 
©ebne ifl bie grbgere. ©enn ifl baö auf eine itoeite ©ebne 
FG gefüllte iperpenbifel MH {(einer al£ MD, fo ifl in ben 
reebtnunfficben ©reieefen MDA, MHF bie Äatbete HF grb# 

§er a(^ AD (§. 38. Jbf; 7-)/ «ifbe 4>d(ften auf 

bie ©anjen gefcbloffen, auch FG>AB. — ©er ©ureb« 
mrffer ifl a(fo groger a(ä febe ©ebne. 

Sufab 6. Umgefebrt; ©ie grbgere ©ebne ifl bie bem 
SRitte'fpunfte beö j?reifeö ndbere. ©enn auö FG> AB folgt > 
FH>AD unb bierouö »ie borbin HM<MD. 

3ufa§ 7. ©(eicbe ©ebnen b<»6en gleiche Entfernung 
bom SRittelpunlte bed j^reife^; unb umgefebrt. 

§. 62. 

ErHdrung. 9Boö unter ber fpbdrifeben ©efante jti 
bergeben ftp, ig oben (§. 57.) angebeutet. ^ier »oOen »i« 
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für ba^ Solgenbc noc^ ^intufiügen, bog bei mebrern bon ei‘> 
mm fünfte außerhalb be^ SRebenfreife^ auögebenben ®e» 
fanfen, »te gigur 46. AC, AD, febe t>oa jenem ^Junfte 
bi^ )u ihrem (tneiten >Durcbfcbnitte mit bem Greife denonv 
men wirb. -Die ©förfe berfelben biö jum erflen ©arcbfcbnifte, 
mie AC', AD' heißen bie Äußeren, bie anbern (©ehnen), toie 
C'C, D'D, bie innern 2(bfchnitfe ber ©etanten. 

3nfa§ 1. 3i«bt man non bem gemeinfchaftlichen du^- 
gang^puntte A ber ©efanfen burch ben ^ittelpunft M be^ 
Äteifeö bie ©efante AB, fo iß unter ben übrigen ©etan* 
ten bie bem 5D?itteipunfte bc^ Äreife^ ndhere^ jugleith bie je» 
ner burch ben 9Ritte(puntt gehenben ndher (iegenbe, b. h* ßt 
bilbet einen fleinern SBinfcI mit berfelben. IDenn fdßt matt 
ouf bie ©efanten AC, AG bie iperpenbifel ME, MF, t>oit 
benen'ME<MF iß; fo iß auch 5ffiinfel MAE < MAT. 
(§. 38. 3uf. 10.) 

Umgefehrt iß bie ber burch ben 9)?ittelpunft gehenben 
ndhere auch bem SJlittelpunlte beä ^reifed ndher. ($. 38. 

3uf- 110 

3uftth 2. 3*®ei ©efanten fchneiben ß(^ innerhalb bcÄ 
Äreifeö/ »enn ihr gemeinfchaftlicher Slu^gangßpunft inner* 
halb bcö ©egfnfreifeö liegt; liegt biefer aber ni^t im @e* 
geufreife, fo fonnen ßch bie ©efanten nicht innerhalb be^ 
t>orliegenben Äreifeö fchneiben. ■: 

§. 63. 

Sehrfag. aöenn nach einem Sßebenfreife fion 
einem fünfte auö, ber nicht in bem ©egen« 

' freife liegt, ©efanten gejogen finb, fo iß 
bie bem SO? ittelpunfte beö Äreifeö ndh«te 
bie grhßere. 

SSemeiö. fepcn (gigur 46.) AC, AD jwei ©e» 
fanten, non benen AC bem SOJittelpunfte M ndher liegt, 
»eil SBinfcl BAC<ßAD. gieht man bie Slabien MC, 
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MD} fo ifi In feen ©reletfen AMC, AMD ©eite AM= 

AM; MC=MD} afeeir SS^Inlel AMC>AMD; fea^etAC 
>AD. (§. 31.) 

liegen feie feeiben ©efonfen otif berfc^tefeenen ©eiten non 
AB, »ie AC linfe AG; fo mac^e mon SBinfe(BAD=BAG. 
sDann finfe feie Seeiecfe AMD, AMG einanfeer gleicfe, »eil 
AM=AM; MD=MG unfe.SBinfel MAD=MAG, unfe 
»eil feie ^ier m&glic^e 3fe>eifeeutigleit feurc^ feie gigur entfc^ie«, 
feen »irfe. (§. 41. 3uf. 1.) f(l nlfo AG=ADj fea^ec 
feem S5e»iefenen gemdg AG<AC. 

Sufaö 1, 5Die feurc^ feen SWittelpunft ge^enfec ©efanfe 
AB ifl olfo feie grofte unter aflen. 

3ufag 2. ajerldngert man feie ©cfanten feiö jumjwei» 
ten gcmeinfc^ttftlicften Surc^fc^nitfe A', feem ©egenpunfte 
pon A, fo i(l auc^ öon fea au^ A'G>A'D' unfe A'G'; 
A'B* ober feie größte. Sarouö folgt; AC'<AD'-unfe AG'; 

AB' aber am fleinflen. f^n SBorten: S>on feen dußeren 91b« 
fcbnitten feer uon einem ^antu, feer nic^t im ©egenlreife 
liegt/ au^ge^enfeen ©elanten ifl feer jur grbßeren ge^brige 
feer Heinere; feer jur grbßten gebbrige feer Heinfle. 

gdr feiefe dußern 91bfcbnitte gilt feer 6a$ fefeoeb auebr 
wenn feer gemeinfcbaftlidbe Slu^gang^punH innerhalb ober 
ouf feer Peripherie fee^ ©egenfreifeö liegt. 5)er SBe»ei^ hie* 
für ifl feem im 2ehrfa§e gegebenen ganj dhnlich. — 

^i6@renje feiefer dußeren Slbfchnitte/ »ie feer ganzen 
©efanten, ifl feie Xangente — feie dußerße ©elante, teren \ 
IDurchfchnitte lufammenfaOen. £)ie Tangente iß alfo^grbßer 
al^ jefeer dußere Slbf^nitt; feoch Heiner ali$ jefee ©elante. 

3 Ufa h 3. £)ie Pom SOlittelpunHe fee^ ^reife^ gleich 
»eit entfernten ©efanten (»ie AD, AG) ßnfe einanfeer gleich/ 
bähen auch ihre dußern 9lbfchnitte. 

3ufah 4. Sie Sifferenj feer dußern Slbfchnitte zweier 
©efanten/ feie Pon einem fünfte an^gehen/ iß Heiner , al^ 
feie Sifferenj feer, innern. Senn eö iß AC' + GC>;AD' + 

Ö'D; feaher C'C— D'D>;AD'~AC'. 
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(en, welche »on'A betn'9le»entrei^- werben 
!6nnen; &ei§t bte Entfernung beö ^nnfte^ bon bem ^reifi; 

bergt. §. 38. 3uf. 3. • i -. . 

3uf‘a§ 6. 23on jwei ©egenpunften »er Ängeffldc^e ifl 
inmier 'einer um weniger r ' a(b einen Üunbfatrten «on einem 
UJebenfreife entferne. - JDenn man lege bure^ bie,6egenpunfte 
(gigur 47.) Ai 'A' unb bur<& beit SKittelpunft M bei Ärei« 
fed einen .^auptfrei^f ber in B, B' ben iBebenfreiä fe^neibet 

unb ed fep AB=^; bann i|l A'B=j;‘ alfo iebenfaßö 


Se^rfag. Unter ben S&ogeQ/ wet^e bon einem 
inneren Ib I beö IBebenf reifeb (iegenbeit 
^unftefOU^ na^ ber ißeripberie beffelben 
gebenr ifl ber bureb ben COtittelpunf t be^ 
^reife^ gebenbC'ber grb§te: bie. aSerlün^ 
gerung beffelben rüefwdrt^ bi^ {um.entge« 
• gengefegten ipunfte ber ißeripberie i({ bec 
für^efte; Pon ben übrigen Sogen bec 
bem grbgten nügere (b. b. einen fleiaetn 
^infcl mit bemfelben btlbettbe)' b«tr gr6« 
’ 0ere. 


Seweiö. Eö fep (gigur 48.) A ber ipunft, Pon wel« 
<bem bie Sogen AB, AE, AD u. f. w. gejogen finb, un- 
ter benen AB bureb ben sWittelpunft M beö Äreifed gebt^ ' 

1) Eö ifl nun AM + ME>AEj folglicb> ba'Aßi= 
.AM + MB = AM + ME ifl/ «ueb AB>AE. Sllfo 

ifl AB ber grSfte Sogen. »• ' 

2) ©a AM + AC>MC, unb MC:^MB"=i AM + AB* 
ift, fo ifl AM + AOAM + AB'; folglkb AB'< 
AC; öifo AB'-btr ffeinfle Sogen. • ' 
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3) 0« ber SBinW A^ED = MDE fo tjl AED< 
ADE; folglich AE>AD; aifo ber bem grJgten AB 
nd^ere 95ogm btt grdgerc. 

4) CD^ac^t man auf ber anbertt @ti’fe beö ^Durc^mtffer^ 
BB' bcn SEUinfcI BAC'=ßAD; fo ig ba^ S)rei<(f 
AMC'=AMD (§. 29.)} bo&4r AC'=AD; olfo ba^ 
in 3) &wi(fene auc^ gtUdg/ wenn bte S3ogen nic^t 
auf dnet Seite be^ £)utc^nieger^ liegen } mithin bie Se» 
f>auptung euibent 

,3ufa^ 1. beiben Seiten beä grogten unb be^ 
fleingcn Sogen^ in gleichen Entfernungen »ou benfeiben 
gnb bie S5ogen gieicb- 

3ufa§ 2. .fflJenn bei jwei gcb fcbneibenben Seinen 
dn IHbfcbnitt Jbet einen grbget igr alö ein aibfcftnitt bec an» 
bern; fo ig bec {Weite Sbf^nitt bec ergen Heiner » a(^ bec 
jtveite 3lbfcbnitt bec anbern Scbne. £)enn berldngert man 
AC' naeb C unb AE nach E', unb BAE ig CBAC', fo 
ig AE>AC'; {ngIe/(^ ig bann auch B'AE'<B'AC; affe 
AE'<AC. 

3. Stnb aber bie beiben ergen Stbfi^nitte bec 
Seinen (icb gleich/ fo gnb eö auch bie anbern beiben. 

3ufah 4. 3g bie Sehne FF' fenJrecht auf BB', fo 
ig AE'=AE. £)a bie Sibfchnitte jebec anbern burch A 
gehenben Sehne ungleiche SSinfel mit AB machen/ fo gnb 
'ge ungleich» 3wei Sehnen fbnnen geh alfo nicht beibe ju« 
gleich holbiren. 

3ufa§ 5. Sdttt man bie 5j)erpenbifel Mn, Mp auf 
bie Sehnen EE', CG', fo ig Mn<Mp, »eil bec SBinfel 
MAn<MAp ig. SDIe Slbfchnitte AE', AC, auf „welche 
bie ^ecpenbifel nicht fagen, gnb alfo bie Heineren. 

SDaher Idgt bec {weite unb britte Büfa^ geh fo au4» 
beuefen: ^er Heinere ^bfehnitt bec grbgern Sehne ig Heiner/ 
al^.ber ber Heinern Sehne. SBei gleichen Sehnen aber gnb 
jene 3lbfchnitte gleich. (Sergl. §. 63. 3“f- 2. 3.) 

' 6. Siegt, bet gcmcinfchaftliche Sluägangdpunft 

6 
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i»eicr 6cf?nftn., inn«5«t6 0cscnfm'fe^i(§. 62. 3uf. 2 .), 
fo 6cjic^ jetie ©t^onte öuö'tinem ^af6«n .^laupt^reffe unb 
einem ©c&ncnabfc^njt(c. 3e nnc^bem nun biefe ©e(;ncnab» 
fc^nitte bie größeren ober fletneren ftnb, ifi.bie bem SJJittel» 
punfte beö ^reifcö nd^ere ©eJanfe bie größere ober bie flei* 
nere. €rßere^ finbet fio«, »enn ber gemeinfc^aftlidbe 21u^« 
gangöpunft ber ©cfonten jenfeif beS 59?i(tcCpun?t5 bW ©egen« 

' freifeS liegt ;* ^Ic$tereö, wenn ec' bieffeif be|fe(6cn liegt. — 
Siegt er ouf ben ©renjen^ ndnilic^ auf bem ?D?ittel|)unfte beö 
©egenfreifetf, ober auf beffen Sperip^erie» fo (inb oHe ©e* 
fönten gleic^it^ h inv : jv ->55 . - .•'j. .,d :f 

. ^ ^ ■ .yd . .fm ßi j i 

65nn». 4bß*'u'«.>i3ä. msi;' ;h.-n 

8«^rfoö. SEBenn bof»i)bbW'^«)ti^t«lp'Mnfifiu«l*.e4 
li’.: 3le6inlrtlf<^^^ f i«vK»b;iitr^ oito(fr l*ginb ei» 

ii'jj nem tpa'nt<e‘J'0fr<'i<p:e<>i|»>|i«bi|5 g<e^ti‘un^ <l«? 

xbem ©nbpitt^fte beffet'6et« eli» .Qauptbogeitt 
<•'< i< fe»fced)l' ouf ^'«hi'^öbiiiP ertt#tit'ii«v(rb*' 
fo i(l biefer j^oaptKogen eine (fppdt 
• t II Seni 9 ifn<«''b'<i 9?ebentc«1feö.' 

‘^?»el^. ©fepi'bec ^ouptbegcn'B ''C (giguc 49.5 in* 
A fenfrec^t guf ^erti^ SlobiuP MÄ, jo ijl MÄ^bcc Jiirjeife^ 
SJogen eon' M noc^ BCi ^§.‘' 38 .r| V 
ffnb alle dbrtgen ipunfte in BC um me^Cf‘'äig ben Üvabiu^ 
MA tjott bem SKittelpunfte M entfernt, liegen olfo oußec» 
pal 6 beP Ulebenfreifeö. golgfic^ berührt BC nur in bem 
iputtfte A ben SJlebfttfwt^. i i:- 
i'Jufap l.hUmgefebtt; 3 <l« Xahgente jlepf -fenfredjt 
auf bemrnatb bem SSerupcnngPpnnfte gebenben'/iHabiuP. 
©enn ift A^lec S&eriibrunggputtft ber Xangente- BC, fo 
ift MA ber.rfdrjeße ©ogen Unter oBen/ tvelope'ooB M nocl) 
BC geben; »dre nun MA niept fenfreebt auf BC,'fo", mürbe 
ein auberer SBogen fenfreept unb (örjec/^- alPjMA fepn; ^ttaiJ 
niept mögliep ijf.. ^ ' 

3 ufa$ 2 . j 2 ln einem unb bemfelbcn ipunfte bet ^eti> 
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({ne X^j|eäb'‘nn benfeffiett 
' kenn j(ne w 0 (e ebeofaC^ onf 

feeitoiVIom kablu< unb fn btmfdben ^nnfte fenfreckt flehen s 
tba^ nif^t tn6gli(^ ^ , 

, ^urn6 3. )0(r nnf.jine X<uget^{e fm ^eeii^rung^* 
|)t|nl^( fe^reckfe ^auptbogm ge^t bur^ ben ^{ttelpnnft 
it4 fHtütittüftis- b^.'fottß aätbe luc Stabiun tuii^ bent 
fBerd^rungtfpunfte teiebet ein {tveited ^erpenbifel fenn. 


. 3nrn6>i4« i ^ 0 ^ tM^R btm ^ittelpunfte bt^ .Kreife4 
nnf bte Tangente gtfi&te ^erpenbifel (riffit fie im !5enl^ 
rung^punfte. iDenn todre bie^ fließt r fo mürbe ber SlabtuÖ 
nach bem iSerübrungöpunfte ein }mei(e4 fPerpenbifel bom 
^ittelpunfte auf bie XangeiUe feniu . 

. 3uf<i| 5> ^ertdsgeet man ben Slabtuü AM über M 
^au4, ifo .gebt er bureb ben $o( ber Tangente. 91u£ ben 
3ufdben I Lf 3; nnb 4. folgt) IDer SSerübrung^punft/ bec 
$o( .ber .Xoftgente nnbiber !0}{(teb>mift beü ^rtifeg liegen 
immer in einem unb bemf(üben ^auptfreife. 

3inmer(. Unter bmi We 'finei; Songente. tfl mm bm bet« 
ben 9o(en beO bedibrenben <^anpt(cetfee berfepige gemeint, n»((b<t 
oüf bet €Seite be« berfibtten Slelbenfteifee liegt /ober: »el(ber bera 
^ittelpunfte beO 9{ebenfreifee ber ndebfie ifl. Sc.nitb ge^nben, 
loie in 3nf- 6. angebeutet (ft. 

’ “* ■ 4 / I, . 


i 66. 


Sebefag. «Die |5o(e aller ^nngenfen ettteg 0le« 
' ’ genfreifeg liegen toieber in einem iReben« 

‘‘ ’freifee ber mit fenem Äreife gemeinftgaft« 
liegen ^ittelpunft gat unb beffen Siabiug 
< baf ^omf»Iement beb fRabind feneb jfrei« 
' f«< ifli I 

/' 55e»^ig. ftt} CSigur' 49.) A ber Serügrungg« 
punft ber Xangente BC unb bon A bur^ ben ^itteipunft M 
beö i^reifeg ber ßuabrant AP gejogenj fo ifl P bet ^l brr 

6 * 



I 


■» , 

£andent<,,. 

' PM=^^~AMy ift. -Sa btc $or. lebet aakm Xan^wtc 

: , ■ I. . ,• : ^ 

äu^ um — am) öon M abfie^tj fe f?nb äUc Xangen* 

tenpole gleich nleit bbn M entfernt; liegen aifo i» einem Sie» 

’* ' n ' i ^ , 

benf reife, befftn Stablud, =---, AM, aIfo bod Äomple- 

ment AM i|T. ' ' ' , , ' 

3ufa^ l: "3nfofern bad (Element bed SRtBcnfrc|(ed, 
melc^ed bcrfelbe mit bet Xangenfe gemein bat, al^ Xbcil , 
^ined J^ouptfreifeö betrachtet tuerben fann,, ifl ber $.oI ber 
Xangenfe auch ber ?)ol biefed €femented. Sonach h<^t itbed 
(Element eineö Slebenfreifed feinen ^oI unb bie ^ole offer 
Stemente liegen in einem 3lebcnfrei|> eon ben im Sehrfafte , 
audgefpro^enen €igenfchoffen. 9Bir nennen biefen.Äreid ben 
^ ol a rt r eid 'jened ivreifed. ’ . " ^ , 

3»fo§ 2. 3|l r ber (fph^tifch^) .Slabiud eined , Siebern» 

freifed 'unb r ber feined ^larfreifcd, fp i^ r + r'=^. 

* ■ ' -Jii 

^e grSger r ig, bego Heiner ig r; ig r=-; fo berf^min» 

bet t\ Set ^olarfreid bed ^auptfreifed geht Olfo in einen 
SJunft, ben ^ol begelben, 5 ufammen. ‘ 

3ufah 3. Sluch bei Äreifen ig bie «polarifdf gegenfei. 
fig, b. h- ig ein Äreid ber ipolariceid eined anbern, fo ifl 
auch (ehfercr,ber,^ofarfreid bed ergeren. , ^ T 

' 3 u f 6 4. Sie ipolarlreife 4 »fif c, ©egenHeift ,g. 9 b fcibg 

mieber ©egenfreife. « ^ „ 

3 Ufa 5 5. 3tt bero ©tget^reife' eined ^Jplapfreifed lie» 
gen bie jmeiten (negatioen) «pole ber Xangenfen. ©aber hat ’ 
lebet Slebenfreid i»ei gjolarftpife# bie man ald pogtibe unb 
'negatibe unterfcheiben fann. , ,i j 

3ttfa§ 6. Sebet .^auptfeeid,, befgu ipol^ auf ber $e- 
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ripßerie ifl tine X<mdmte bt$ antxrn 

Äreifc^. ' . I , , - , • . 



9ttfdi»6e.' «itdi g^estBiendi diesen trciil.ei'itc 
, Si^ngente )u jhM'Rr einen ge« 

gebenen ^unff ttr/Äugelfidc^e ge^t. 

9lttf(5fiing. ’ €S'fep (Stätte 30.) cbd :te> gegebene 
Xrci'g unb O ber gegebene $nnft^ burc^ »eicben- bie Xan* 
itüii geben foB. ?0?ttn fbnflPuire < ben ^olorfeetg DAC beö 
gegebenen? befcbrribe üm O «W 1|Jö( einen .^ubtfreig BAB'i 
bet in A unb B ben’ ^farfreiä fcbneibej um A fowoblf oW 
B bcfcbreibe man einen ^au?>ttret^; fo ifl yebeC' eine £an« . 
gchfe bon 'bet geforberfbt* €igbhfcbaft. ‘ ■ 

'■ ' Sfeebeiö. SDa ber ©urt^cbniH^tinft A auf ber «pe* 
rip^erie be^ tpofarfreifeö liegt, fo ifi ber um A befebrieberte 
^(iupt^rei^ eine Xangenfr an cbd ; urtb ba A »on O um ei* 
nen Öttttbranten entfernt ip (inbem O ber ^ol beÄ bnrd) A 
.gebenben J5?nuptf reifet ifl)/ * fb gebt bie Songente bureb O. -^ 
Sbcnfa (dgt ftcb fdr^ B bie SUebtigfeit ber Sluflofung be< 
»eifett. ' 

j 3ttfttb 1. ,,Sp.ie, 55eröbrunggpunfte beiber Sangenten 
»erbeii gefunben, »enn t>on Ben Sjjoien'Ä, ß burd) Ben 
^itteipunft M Sogen gefitbrf werben'-^ beren ®nrcbfcbnitte 
a, b mit Bern ge'geberten iRlreife beidgricb bie Serübrungö* 
punfte’ pnb-." ''' 

Jufa'b 2. SJn «nen gegebenen Slebehfrei« Wff^Bcb 
ben ttbem ^unfti ber Äbgei(ld<bc> beri»eber in bem ÄrrifI 
felbfl noch 'in feinem ©egenfreife liegt, einb Sartgentb )(eben:‘ 
fehtt^ bte 3)?5gficbfHt Beb Song'ente b^ngf »ön ber SKög« 
litb^etf' ber ©nrdjfcbniff^punfte A, B ob. £egt mon nnn , 
burd) M unb ben gegebenen' ipunft O eirten J&auptftind,. btt 
m 'b' ben ©egenfreiä c'b'd' beö gegebenen Äreifeö cbd febneü 
btt, beit ^olarfreig ^BD' aber in-'E trifft? fo Ifl- bet Sogen 
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2 ’)., , ■ ■ ■ Z J ■•> i , 

3 uf. 2 .) Siegt <Ufp| O nicht . innerbalb M @egenfrtif(ä 

c'b'd', fonberi» ongerhalbr' fo1fl-OE<^; unb ti f^ndbet 

, 1 ■■ r ' ^ • 1 • ■ . ^ 

b(t' um O' befchriebette i^atq»ttretö'f btit r^< 0 t 

Aber O in l/'^ifo becAbrt^ bec um O befchnebettt'JhAn}>tfmd 
ben SJniarfrti^ in Ej giebt nlfo bodb' mitten. XAngenltnnoi. 

iOag feine. Xangente mbgitch iffrübcnn Q inno;bi>li^ be^ 
©egenfreifcö liegt» folgt on^ b« 59.v ly;, > i <>r‘ ii '.i 
3 Ufa 0.3. | 0 oginjtnH^ tHMt. einem fünfte nn^ 

einem Xreif^e gebenber Xangenten» toelche imjfcben ,bem ü* 
meinftbaftlichen ^udgang^punf 4 ,jnnb ben^^eröbcung^pnntten 
- «ntbolten'Onb» 0 nb gleich, v, . . *( . y , 

j. , »Denn bie S5ogen Ob, Oa flnb einanbec.^ei^^ weil hie' 
Än b, ä rechtmißtlichen IDctj^e^.MbO, MaO nnch $. 29. 
3 ttf. gleich pob. . , , - • • 

' 3ufa0 4.. IDahec holbict Auch bec t>om 9)!ittelt)untte 
be^ Äceifeö' noih' bem ©urchfehnitfe her beiben Xöngenten 
gejogene SBögtn (MO; ben SäJinfel bec Xangenten. . . 

. ••; .;r: •" ./:• . ‘ 

$. 68 . .... 

^nfgab'fc 3itt Jttei gegebene Äreife auf bec 
^ugelfldihe eine Xangente ju'sieheh.' 

. ^ 3iufl6fung. fepen CS'guc 51.) ABC un,b DEF 
bie gegebenen Äreife unb M, N ihre SJfittelpunfte. . SKan be» 
ftheeibe, ihee ^olarfcetfe abc,'dbe, tnelche fich in b fjhnei- 
ben.' Um b aliä ^oI befcheeibe man einen .^aupttceid»' fp 
berührt hiefee beibe Äreife. i, ,, 

e meid, iebec J^auptfreid» beffen $oI auf bec 

, SJetipherie bed ipolacfceifed liegt» ben anbecn Äreid berührt? 
fo iß bie Üiiehtigfeit bec Oluflbfung ePibent. 

' 3 u f a § ' 4. ©ec ' i tp e i t e ©nrehfehnitt bet beiben ■ |Jo» 

^ larfceife. giebt 4lnt jtpeite» i unb bie .beiben ©ucthrchaitte bed 
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dbejuiit/b^i^. QcsattbeB a bV gtSea 

noc^ «ne brUte unb bierte Xangente an bet'bc gegebene Äreife. 
£>je erden beiben Xaitgenfen finb fo befcbaffcn/ bag bie ge« 
gcbenen Äreift beibt^auf einer nnb berfclben ©eite ,bc^ be«' 
rübrenben ^äuptfreifeö liegen j bie lebten" beiben aber geben 
itolftbr n ben gegebenen: Äre*f8n bur^Z folgt an^ 

bem €rderen; benn Hegen We* Ärtife ADC, IDEP Innetbalb 
eine^ febett bec erften WIben ^erubrungölrelfer' fo liegt bet 
€^g«rfreM A'ß'Cf mit DEP '(mrtrbalb be? «tlbern beiben; 
ipeit a'b'c ber pofttibe ^olorlro^ • für ASSsf (d- 23bbet 
mnf febe ber legfewn Xangenten bk iJSfreife- DEF, ABC 
»on elnanbcr febeiWft.' "* ’ - > ■ 

3«if0ib 2; *3t" baltb'bcm flcb bie pofltlben ^olarfrelfe 
nur berüb^en ober flcb 9« treffffl, i'd bi^n 'ben erflen 
b ciben^Xangenten ' nu^ '’eme -m'^glicb , ' ober gat^ feine. €ben 
ba^ gilf bon^ben ungleitbai^gen potarffeifeii.^ 

bm ^Tejwep Xangjpten,, »fe bie p^ofittpen^. bepn bie Spiircb* 

pnitfe ’^b«' «deren’ Wb >|y W3?"P““W ' 

ber legterri.* '— ©o ^Icbt'au^ ber negafi'pe' <|}ol<wfrel« pon 
DEF mit bem podtipen Pon ABC bie britfe unb Pierte Xan* 
gente »über. 

id f!?i, 9 kbt,e#^a^p;t»^gemeiwn ^jpr ^^«jtgenten an 
Wei SRebenfreife, nnb nur Pier, ,ppn,bpiF|ij jnbief In befon« 
l^eretf S^Dett mir elt{ef i»ti/ ober brei mbgtl^ fepn fSnnen. * 
, g^afa | 4- SSfit^tt man ,blc SRabkn.ber Srelfe ABC, 
ipEp mit^i, r'i bie Ihrer gJolarfreife mi't $ntfer« 

nnng, Ihw 3)iijtttlp«»fte mit djifo fugf toenn bie poi 

fitlPen ?5olarfrelfe d«b treffen foden) p + fepn. ©e$t 

J3(! iiu> r- '!■ ''--W' ■''« c. 

mnit für C »bre fPertbe j—^} ^ jeneSebin« 

giingggl^i^ung 4-d j=?rj ober r+r'=;d. 

-.yj git ibünfolarfreife dbeanub Ijl M^fürM, olfo 
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d f3r d |tt)fe|en: ba^er ttt SSebrndond führ bfe 
(ic^feit b(c brittm unb vierten Songnitt bie 0(er<^tttid r + 

r =d. 3n beibctt ©Wcfeunatn bautet bjil < |t»ev ^ 

baö geilen ==' 'eine S,anaente , an. , . ] 

' -r O ■- -'.V ) 

Aufgabe.' Sn einen • segebentn Äteid ein« 
Xongente fo ju führen, bag fie mii einem 
jweiten gegebenen Äfeife einen SBinfet öon 
gegebener ©rbge bilb»«. . 

Sttflbfung. (£d fei>. (gigatr 52.) ABC bet gegebene 
$rei^, an tveithen bie Xangenie }u führen lg; ber 1!Bin!e(, 
»eichen fie' mit bem jweiten .gegebenen Äreife DEB' hüben 
fo0, fep =w. , ' ' ; - 

Sö?an fonfltuire ben ^olarfreiö abc bed erflen 5treife^j 
befebreibe ^um ben SRittelpunft N be^ j»eiten mit bem 9Jo* 
bind =(ft — w) einen Äreid dbe, bet in b ben'Sotarfrei« 
(reffe unb befebreibe enblicb üm b 'aig fßol einen {lauptfrei^e 
fo genügt biefet b*er Sufgobe, , ‘ 

€ine yweite Xongente giebt bet jweite £)nrcbf(bni(t ber 
Greife abc unb dbe. 

55e»eid., Söa ber SBInfel j»eier Äreife bag ©upple* 

ment ihreg 5PoIabganbeg ig unb b.pon N um (tt— w) ab* 

geht, fo hübet ber um b befchriebene .^auptfreig mit DEB' 

einen SBinfel =w unb berührt ben ^reig ABC, »eil feig 

gjol in begen gJoIarfreife liegt. ■ ,, ' 

* 

3ufa§ 1. £)ie £)urcbfchnitte beg Äreifeg dbe mit bem 
negatiben ipotartreife geben »ieber eine britte unb eine Pierte 
Xangente , »eiche beibe bet Snfgabe genügen unb geh Pott ‘ 
ben beiben ergeren baburch unterfcheiben, bag febe ber leg* 
teren ben Äreig ABC pon bem anbern Äreife DEF, ober 
einem Xheile begelben trennt, ober boeb im SOgemeinen tren* 
nen fann; »ührenb jebe ber ergeren Xangenten ' ben ergen 
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JfriW'tnJt’Mm jwitcn, mit f{ne« '4^e(rt l)^ef6ett ' 

eipf(^I|egt'«bet-,bo(^ im StfllgeiiKipfn; eiiitfc^|Ij<g*R f<wn. j . 

3ufa6 2. yb"d' bec ©cgenfrciiJ »on ebd, fo gt» 
im ttflln 33ilirc^fd!>ttt1tt4 ‘ Wiif bcn*" beiden tpofärfreiffn, abc,“ 
a'b'c Di« XongiEntm an ÄßC,' thtfebe il^cr mit ÖEP 6cn 
®fnfel =(7r— ^W) bilben.' ©tr 0ltbentt>infel btfTeiben i’(f 
=wj balfdbt liegt aber notb "bec etttgegcng«fe6ttttS^ic|<ungf\ 
nie ber in ber Sluflbfung gemeirtte. - - , ‘ ■ 

t j . ^ ^ . r. « j .» * ' ■, »I ; 7 , . f ; 

% . . ,v' '•• §. to. ■• . 

» . ' . i’ r- . * • ' . 

, 8ebr-,fa6. 3e natbbe'm bec ©nrebfebnitt jweiec 
>11 'I ©ebnen aufe'r^Plb bed Äreife^, aber dnf 
ber, ^eripbecie ober innerb«lb beffelben 
liegtf mug ber ihre ipole Perbittbc.nbe 930^, 
gen ben ^oUrfreid febneiben, aber nnr 
berübren/ ober ganj gugerbalb beffelbe« 

' Mieg,en. , • > 

2fnmerf, Unter bem ©urebf^nitte bet€5ebn«n t(l b'« «o« 
ben bdbtn ©e^enpunf ten , in »elcben (icb ble ,^anptfreife bet 0eb»' 
ntn fibneiben, bet bem (Jlebeatceife ndebfie gemflnt, |>et -irbtnffUP 
um we|i!gec, als «inen,2luabcant<n non berafel^n abjiebtv (§• 63. 

m 6 .)“ '• ■ ■ * _ 

95el»e(f '1) ti fc») Cgigur 53.) ber ©urdjfcbnitt ber 
©ebnen AB, A'B' augerbaib beö Äreifeö in C unb bie^J.ole 
bet ©ebnen ftpen P, P'- ©a ber ©urebfebnitt jroeier Jpaupt» 
Jreife 'ber ^oi'beg barcb 'ibre ^ofe gebenben '.^auptfreife^'ill! 
(^^9. 3^f.)> fo ig C ber f)ol bcö SSogend W^. 3*^bl rt><in.’ 
öon C bureb' ben SBHttefpnnft M’ einen SBogehV tcr ^undebg 
m D ben Äret^ ABB'A' febneibetr ben tpolarftefe aber in 

F trifft? (o ifi DF=^j. «Ifo PF>^. liegt alfo i»i<* • 

e * . . / 

feben F nnb C ein 9)unff E, ber bon C um einen Öna=<‘ 
brauten entfernt ig, unb Der in bem bu'rcb^'P, P* gebenben 
um C olsS ipol befebriebenen .^auptfreife liegt. 3g bieö 
aber, fcrfcbncibel ber95ogen PF ben ipolärfrei^. 
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mi »{«^‘aÖ, AVi |i4 ijt DF?=55 

ge^t <ilfat tur<^ F.’ SD« ä6et‘if<tKc- anbere''i>on‘D n«4 ter 
g)en>^edt bti pal<trtrtife^~ ge^nbe ^ogen lUia^l'alä DF, 
alfo tUiate-<4^‘ da ilaabrant (ß (§. < tba^nbi«Se 

'fünfte bei SBogeni PP* um ^ »on D entfernt ^nbj fo ft* 

räfrt PP* ben ^otörfreii b^^i- in F. 

3^. Siegt ber ©nrcbifcbnitt bet ©^bnen innerbni^ ^</vRt<i» 
fei/ toie bei bert ©ebnen AG» Ä^', bie fitb. iii C'^febnei» 

•?( ■ t . ■' 1 , .vr “ I '■ I. Ai l {.; Li f- 

benj fo i(l. G'F<y >vSDer rW» G* «Ii‘5y>|j5bffibnebene 

J[jttttj>tfctii lann’ntfo beri polacfitl^ gac'nicbt trefen, ba 
bec am D befcbriebene «bn nur berührte. ” *■ ' '• 

> gttfab-- 3l«bfigl«t ber Kmfebtung ’ bei Icbrfabti 
tfl ebibenti ' •' ■' on' ■ r.- •" ^ in., .;. ^ 

J- ' t ” «4 , i ' ■' 

.«5*:.vß ... u .l.;i - • .:-i; . 

Sebrfob. 3|l «in fpbürifcbei !polQg»n «»» ei* 
f .iren ^a^ebenfreii bef(b.r,ieb*ett/ of« 

V. ,/*n?:bäBX^d^«in eia in ben ^Jolncfcei|i,befibrie» 

55e»eii. ©i fep (gigufc 54.) ÄBCD.... ein 
gen um ben Äreü abc.’^;..^ benxi imben ^nntten-a, b, 
c,.... berübrtf'ber 5>ot«r&eÜ fep a'b'A'B'*. ^ieb* «wn »on 
ben ©erübrbng^untten c,.... bureb. ben S^ittelpunft 
M bet Äreiie ^ogen bii |u ibren jtteiten Dutcbftbnitten A', 
C',.l^w(t bem-^olarfeeife/j'fb'linb A%-B'’yv0I.i;..^ bie 
^eie bect1£««gtnten AB, BD, CDL . . .*.3 gjeröbibet nt«n nun 
bttfe ißDle bureb ©ebnen. A'B',i fpnlft A'B'C'.,.. 
bai itVoIarpotpgMT »Ott ABCD... unb ci»-itt ben-SpoIartreii 
eingefebriebtnei. 

>:;M.3urab, igfi Utttgefebtt<«äi(#b^ofcbt* 9 ol 98 on j'n.ei« 
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»fli ^QfT«;tn>(9$ött ttn bcn 

^olatfreW ,/J<f^ric6tn. , jD^ l'fl A'B'C'..v, <«» Ärdi 
a'bVA^./.. eingefc^ritben, geben bie ^oIe B,' t!, ber 
©ebnen A'B'i B'Oi.... iiotter Tangenten In ben 
IreW ABOD...V ft.- eht'um bei f)o(atfret^ be^ 

ftbciebeneii^olggon/ tbebcbe# ba^ ipelarpolpgon bei’ borf« 
gen i|{. 






n*.*- 


■ . ■ ;' f 72. ■ 

i e b t'f ö 6.“ '3 fl' e i n fp b 1 r i f cb e i ff) o t © g o n ' e { n t e» 
gelmdglgeSf' fo ld§t ficb ein SÜeben'fteii, 
' föttobl uw*/ ati baffefbe befdjreiben. 

•... S5e»eii. '€i CgtgntJSS.) ABCD.... «'»■ reget« 
mdßigei ^olpgon^ b. b<’ AB3sBC=;sCO..»>y) unb SB|n« 
{(( ' ^oit ^olfsKt bU bcffelbttt in 


b, 




nnb erncbte in a unb b iperbenbitef auf AB 


ifnb BC, beren ©urcbfcbnitt M fen. S 3 on M aui )iebe nian 
nach ben übrigen .^albirungipuntten c, d...., be^gUicben 
nach allen SBtnfelfpigen B, C, D..... iSogen. 

^ »a flnb'^nun " • “• * ^ • ' ' 'f . ’ 

‘1) bi« an a,' 'b recbltPinftiebett SOteiecfe Maß, 'ISbB ein« 

' ■ ohbw gteicb; »peit aB=bB unb MB=MB 5 fotglicb 

' Mas=Mbj b'^b"s=iB. , . J,' ■' 

*2) ®ie ian bireebtwinfiicben ©reieefc Mbß,'MbC ^nb 
r - i cinanber glekbr weit Bba=Cb nnb Mb^Mb$ baber 

= b'^=c'; fotgticbV = fF=ic=c''. ' 

. 3) IDreieetrMbCsa ©reied* McCyf,»iiI Cbr=s:Cc, . unb 
' 1 ' rMCtssMGf. habet Mc=ssMb=Ma; auf' gteicbt fiBm'fe 
. . ergiebtfcb bie ©leicbbeil ber übrigen ^cetecfe/ tporaui 
. MB=3 ;:MC'=;fMD ..... unb Mas;Mbs=J!klc . . . 

folgt. 1 1 (. , . 

> 4) €ttbti(b ffnb .bie Mb« Mc«.... fteinec 
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öW ßoaVfaitftn^ »eft btt ?bn«n fleämüfetirfiegtnben’ 
^arttn tpölOäohwWfel Vfc , d'.-..' fpi§e SBinfet j^rtb? 
biV J^f>poMufcn Mb, MC; MD , . . /'ffhö rtenföD^ 

#1 % I 

<^; weö au^ b« «nbern Äotbtfeo 


< jr 
<2 




.!• ^ 


J^ierouä iß mm ((Hbmtr 

1) ba§ ba^ ^ofQgon ABCD.,^ in einem SRebenfreife liegt/ 
. . btfen SSite«4>unft in M,ibe^e^ iKabiutf>=MB-,iR* / 

2) bag bte SRitteipnnffe a, b, -c,.... m einem SRcben» 
freife liegen, beflTen ®i«elpunft auch M, beffen Sla» 
:biug =Ma ifl, unb on melcben bie ©eiten AB, BC 

’ CD'j.r.'Xangenten' j!nb — alfxl', bag bdÄ ‘^pj^gon 
ABCD'.v. tin Um biefen 3?itert bifcHebene^ ijt - 
■ '3ufa5: '®tt SÖogcn tion bcra SOJitfelpunfte littet regef* 
lUdgigen' fVb^rifcben ^olpgoneö naelj bcn ‘beflfelben halt 
biren bfe SJitifel beö ißolpgohcd (§.'67.' 3Uf;‘ 4.>, ' nnb bie 
nach bm iRMirpunftch ber ©eiten gejogenin Sogen gebe« 
auf benfelben fchfreibt; Ci‘6^1. ^uf. 1.) ' “ ^ ' c- • 

• > • • ' ' I j X . I 


ii»'+ 

( 


§. 73. 


^ebrfaß. 1) 3g «in fpbün’fcbt^ ö^t^cbfeitige« 
ipoltfgon in einen Ärei^ bcfcUriebltnrfo ig 
< ^ nö ein regelmdgigeö. 2) 3g «in (pb^pifebtö 


•. ■ gffcl(b»infl,itb«^ ^Jolpgon, «nt cinen Ärciö 

. bcf<bci«bln, . fo ig «4 autb .«»«. 

' * gigeö. ’ * , ‘ ' ’ 

S e tP t i ‘ 1) tep ■ ba« = yoingon ' ’A'BGtr'.'.;} (li. 
guc 56.) feftt ' (Jleicbfcitigt^ in bem ^feicbnattifgen •' iK'reife. 
^{«bt mati »on bem SWttHpuhfte M b'iefeö ÄreifV^ bfe 9ia» 
bien MA, RIB, MC. fo-gnb- bie babutd) enfganbenen 
^ gieicbfcbenflicben 5)reietfe wegen ©leicbbcit breier ©eiten un< 
gleicb;' olfb 5ßinfei b'*=b "3 c' =©'^;u.''f. tp.- SDec 
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©felc^fc^ittflid^fcif »egen b'=aj c=b" a. f. »I; 

aOe .picje^?^iäfcl, rai’t^ih^ou^ 
äohek.,«nttnb«E >o^ ba^er^regelradii^ ’jll. . ^ 


" 2) Sa gtgur 55. fep bö« «Polygon ABGD...* gWc^, 
tvtnfüc^ ' ut^ um bett ^rei^ abc.... ief^ricBttt, b<n eg in 
bea ^unfttti ä; b, c,.i.. btrfi^rt W«i t>om; SOfittel* 
fiunftc n<x^ ben ©^u^rung^puatten ,9{abi(n Ma, Mb, 
Mc,..'., m^k^e auf ben Xangcnten fenfrecbt fbe^eni be^glei^ 
c^en na^ ben CQ3tnfeIfpi$en bie Sogen MB, MC..., welche 
ieben«'53Binfel bnibtren <S- 67; guf. 4.); fp; 5tnt>maa b'= 
b"; c'=»p/'j unb bn B*= 5 <P' i(J/ nuef> b":^c'=?c"5i=d' *,...' 
iSuö b||«p' folgt MB Ä5.MC, ^ierau4 abe? bie ©lelcbbtit 
ber oi^ b rccbftt>inMicbear®Etitt*E MbB., MbC» tporau4 Bb 
o=Gb -folgt. 3«be ©eite beö.'^J)plpgi>oeö.;joli;b olfp' burtb 
ben aa<^. bem Serübeung^pmtfte « gebenbi^ plabiad ^afbirt 
SRad) §. 67. 3uf. 3. i(l aber Cb:s=Cc; habet fluch BCa^ 
DC.;, 6p; J4§t ßcb fluf flik ©eiten be^ ^fpgone^ (cbtiefen, 
^äg flffo fliilb gfeicbtritige mitbin ein regcfradgigcö iß. ^ 

Sufa^. p<i ba^ 'fiolgrpoil^gpn eincjf. g le t (b f e i t i g e n 
im %,tife em gieicbfci.ttgeä um ben ^^plarfrei^, unb 
bflä eine^ gleicbtoinfndben um., ben ^teig ein gljeigbftitige^ i^ 
3)o(ar(reife iff, fo (affen ftcb obige ©dge einer fluö bem fln< 
bern leidet bcrleiten. ’ "■ ' ■ 


2 (nmcjf. '®et ,,®a«^glei(bfeitige ^olpgön um clpcn 
,',Äteiä*unb ba« glei^wftifficbe' ln"' einem .Rtetfe ifl cin\egelmägis 
„ge« ^otögon" — ' «iä)i flU^meiit, fonbern nu't bnnn gfiltig, 

•• rtenn We 3 af>t‘ ber -Odert ^eine 'ungerabe ijl. J)otb bebingt ber 
Jtrei«,-' Wenn bie grfenjafjt eine gerabe ijt, eine Sfegelmdßigfeit fo 
lwit,"lo|(^bei!gIeidben ,@eHen nur jweierlei SBinftl, bei glei(^en 
SSinteln' ttur ^toeiertei ©eiten ooctoaimen f£nnen> bit fo auf eim 
anber folg.en, ein Qirdpece« immer mit eiiiem Jtteinern ab° 


ttecbfelt. ^j^w^^Sepsei«., bet, in bem. £)bigej^ J|ini^dj?enbe Jfnbeus 
tung ftnbtf^ toicb biec, übergangen, bn bie ©ac^e für unfe^ 
äweif un'wefentiid& ijl, ^ .. • 

^ 'T'' ^ \* '' i dizir vy- . • , <n • i- I» '*'* 


9i 


2 e r f Ä §. ■ U n te t "b fp5 5 1« ftö ett, ^ c'e ( e itf e n, 
welche eine ©eM« eine? 9?ebenfreife^ jüt 
• gemelnft^aftlic^en ©jrttiibfelte 'ttnb . i^re 
^6pl®«n ln bec ^Jerlp^eele.beffelben Ät*<* 
. iü ^a^ifc^eelere bd^ ({elftere. 


S5e»eM.I'3tt bei#'5rretfeYiB^g«r 57.) CC'BA fe»> ont 
ber ©e^ne AB ©rwbfelie bn« ©rei^ ACB eln. glel^* 
fc^enWie^ei ttifb AC^B, AC''B fc^ü/e ©re/edfef, bete« 
©eiten ' AÖ”, Btr ffd^ 'ln D'fc^neiben. S)a bec SBInfet 
. CAB=CBA,‘ fo m DAB<DBA; foißlit!^ DB>DA; 
baber DCTf^icpC'. (§. 64. Juf. 2.) ÜJJai^t nittnt oifo Db 
=DBj pc^ÖC! unb jle^ fo iß M ©relerf Dbc=s 
DBC"} aber Dbc<DAC'; alfo auch J6celecl DC"ß<! 
DCTA. gjbbirt man biean ADB=ADB, fo folgt AC"B 
<A'C'ß. »■>■ ’ '■ ■'’ *» " •' 

, ; gleld&f^enfllcbi^ J&‘elerf''ÄlBC’'i^ 

bo^ grJfte «rtttk'nllcn. ' '' ’ ‘ ' 

' y-‘ 'fc; , - 

3ufa§ 2. ©«e ©reletfe au Selben ©eiten bei gfeicb- 
febenfJieben, toelcbe gleich fthüf flehen^ flnb bon g(el^em 
SfdchentdutM.^^ n’v-» tL e:;/" . 

.1.1 ' • t ’l (Mi ’ t, 0. ,0. 

t '; ?n'7 ■ -'( I > ' ■ ■ ,vii. ' .i • 

. II §• 75» . j / ^ 

, . ,2eb.tf«§.ri-2lIIe ?Jerlpberlet»lnfel in einem «nb 
Serafelben ^rbgcren 2lbfchnlt.te einci UJe* 
benfcelfel flnb um eine unbjblefelbe ©if* 
ferena ;flelner oll, ble'©u,rame ber-belben 
^ SBInfelj »eiche burch bie ©chenfcl ber $e« 
:• rlpbec|e»|tt(el mit ber ibre.gnbipnftfte »erä 
j binbenben^©ebne gebllbet »erben. 


58 e » e I l.c ■ ©olche ?krlpberie»lnfef fepcn 'AtTÖ, AC'B. 
(gtguri 58.)-!,5>{e Siabfen MA>i (MB, MCT, MC" geben 
lontec glelchfchenlliche ©reiec(e unb el l|l ber SBinfel MAC' 
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'' 

=M(rA; MBC'=MC'ß} MC'A+MC'ß^MAC' 
-fMBC'=BAC'4TABC'-7MAB— MBA; ACB^ 
BAC' + ABC'— 2MAB. ' ' , 

®a tif Söittffl MAB'^'MBA biefrfftfn ftTefbeit, färjebe 
?age *>ob bie Hut bi« SBcRfeT BAC*, ABCf Jnbfrt, fo 
(fl etibent/bog auc^ Mi^ ftbeit*anb<m btr 
tm AC;'B=BAC"+ABC"— 2MAB fim 


' ■ 1 / Stt '.^em^ßfinerm abfc^nitfe ADß fcbce 

om Wtfel^e Sifferenj sröfier/ aW.bic ©umme 
btr burc^'feint ©cöcnfrf mit bet ©e^n« geiilbcfen SBinfcL 
IDttttt c« <|l ber ÖÖmfel Mt)A=MAD=MÄB + BAD; 
MDB=MBD=MBÄ+ ABD; bo&tc MDA + lVIDB= 
BAD'-I-'ABD -f MÄB-f MBA; ober BpA = BAD .+ 
ABÖ + 2MAB. ■ 

*' I il''* ( A — -<» •/“ ' -i;'! Ma^ •' > 

3ufa$ 2. SBtjeid&tuf man bi< SSSinfeC BAC'^rABC, 
AC^B ber^d na0, ipit ,Cj mib 

ADB mit A'^ B", D.' bie fonjJanfe 35i|fet^bi 2MAB m(t 
U; fo i|l nac^ btm €t»iefenen C=A'+li'— U; D=A" 
4-B"'4-Ü.‘ 

Sh /Jjft 4 ^ 4 , '4 ' ’■ * ■* 

jDenft man bie ©t^ne AB bem SD?itte^iinft 'H,' 
me^r unb me^c genü^ertf fo nimmt U befidnbi^ ab; gebt 
bie ©ebne burcb ben CRittelpunBf fo berfcbminbet U unb 
ttirb C=A'^B'; D = A"-|iB".^ SBeiterbitt nimmt U ba^ 
(Rtgegengefcbtc 3eicben an; t^ mirb n^roKcb ^ toenn bie ©ebne 
übet ben (Sfitteipunft gegangen i(tf bet grSgete^' Slbfcbnitt 
jum fleineten unb' habet e=A'+B'4-U;' iD= A'+B" 
— U. SSetracbtet mon nun U aW pojitib, tocnn'eö ’(näm* 
lieb t>i« SBittfef'MAB, MBA) mit bem betteffenben ^eti< 
Pbttieminfel'Oüf einer unb betfel^^^*« ©eite bet ©ebne' liegt; 
im onbetn SaDe aber aW negoito; fo ift bie ©feiebung C = 
A'^B'— <ü bet aBgemöpgültige ^u^briwf, für, jfcben ^eti» 
pberieminfeir. et mag in bem gebgern ^rei^abfebnitte liegen 
«bet im Heinern. • ' i.'c ■» 
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. :. ,;;a ; D=a + u »ff, ft ift, Wenn 

. niÄtt obbirf C + D = A' + A" + B'+B”,' ober, wettti 

num A'+A^äCTAD mit Aj B[+B"=C'BD mit B be* 
|eicb«et ' 

C+D=A + B. 

sbtn ftbirif^cn »iewcfm aifo, »elcbe in ein«« ihre 
(^den «ff Sisenftbaff gemein, baff jebe jmei SDia* 

gonalwinfcl biefelbe ©mnnte geben, »ie bie albern beiben. 

©a aber A + B + C + D>2Ätff, (»eil ba^ Sieretf 
aug i»ei ©reicefen beffebt); ft iff C4-D>»r; A + B 
>■71. ©iefe fpbÜrifcbe»» 93ierecfe unterfebeiben fltb <»ift ®®»i 
ben ebenen »ieber babnreb, baff bie ©umme je jweiec ©ia* 
gcrtalwinfel grbffec oft j»ei fSeebfe iff. 

3ufob 4. ©ie ftbürifeben 33iere(fe, Welche am einen 
Äreft befebrieben ffnb, hoben bie ©igenfeboff, boffbie©um* 
men je jweier einonbeti gegenübecliegenben ©eiten ftcb gleieb 
' finb. ©enn boö «Poloröiecetf beö »origen iff ein um ben 
jpotorfrei^ befcbcicbene^ , in welcbem A + B^C + l^ »ffr 
.weit oben A + B=C + Dt»ot. 3iebt mon bie Umglei(^ath 
gen C4-D>7t; A + B>7j; jebe »on ber ©leiebung 2n: 
=27t,ob,>ft erbalt »non C-fU<7r; A4-B<7t. aift 
iff in ben genonnten ^ieceefen bie ©urame jeber jwei einon« 
ber gegenüberffebenben ©eiten fleiner, oft «in b«ft« .^oupt* 
Iteft. ... 

3ufo§ 5. ©ec glflcbenroum T beö ouf einer ©ebne 
oft ber ©runbfeife liegenben ©reieefe^, boö feine ©pib«^ »a 
ber iperipbteie beö Äreif«^ bat, »ie AßC iff =A' + B'4* 
C-7t, ober, bo A' + B'=C+U iff, T= 2 C + U-7r. 
2lff bie ©ebne ein ©urebmeffer, nlft U=^0, ft iff T=2G. 

— 7C. 

. i&ieron« folg^, boff C>~ iff. ©ec asinfel ira J&olb- 

• j . r ♦ » 

{reife iff olft immer ein ffunipfer. 
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3ufa§ 6. Unttr ten 3J«i))^erte»inffIn auf ehttrSf&ne 
berjenise; befen ©c^enfd ein fd)(eftcei$ jOreiecf auf bec 
@(^ne bitben, bec fieinere. 

SDenn nimm/ man CSigut 58.) b/e ®reie(^,A,BC', ABC", 
beren glacbenrdumc mit T', T" be/eicbnet fcpen, fo ifl nac^ 
borigemSufnge T'=2C'+, y— 7 t; T",=2C"-f-U — n; ba» 
^ec ifl 2C' ==;=Ä~Ü+'?T' /Ober .8C'=*U4'T'; .eben fo 2 ^' 
ÄsÜ+T".' ®« 'nun nac^r§. :74. T'>T' ifl, fo folgt 
' 2C'>2Cr, ober. C'>C"^ fV.n • 


©er größte unter btefen ^tripbtrteminfeltt (jl difo bec 
hn gfeicbf^enfiicben ©reieefe/' C. ©enft man'ftc^ biefen 
nach C, C" bi« röcfenb, fo' wirb er immer ffeiner. — ©ein 
SKinimum ift'in'B, *W 0 ' AC mit AB jtfammenfdfftj benn 

b« ijl T=Oj^ aIfo2C==U, ober C=-lu, gfeicb bem 


5CompIcmente oonMBiL ' an B bie.fpb^tifebe ©an« 

grente £F^- fo' ifb ber SBisfel AB£^. aI^-.£onfp(ement oon 



ü), biefe ©renje^bcä^5j3en'pber(ewinfeiij! ®irf« 


lieb fdOt <u4 bec ©cbenfei CB, tnbem ec, bei bem 3»fam« 
ntengibm be^ $unfteä C nut B oerfebminbet/ in bie Stiebtung 
bec ©angente unb bilbet mit bem anbern auf AB faHenben 
©i^enfel AC ben SBinfet ABE. 


u S«f bie ?)cripberie»iafel im anbern ÄttW* 


öbfcbnltte ifl bie ©renje s=i(7r+U)=ABF. 

*j4\ * ‘ ^ J w ; . äC - / 


•). . 3ttfag 8.' ©ie ©renje für bie ^ecipberitminfel- im 
^aibtceife ifl ein Süeebten benn ba ifl U=0. 

' 3 Ufa § 9.» ©er £ebrfa§ nebfl ben barau^ ge/ogenen 

golgerurtgen iß aud)' güitig, 1) wenn bie ^eripberiewinfel 
auf oerfebiebenen, aber gleichen ©ebnen unb ^bfebnitten ei« 
neg unb beffelben Äreife« ßeben; 2) wenn ße in oerfebiebe« 
nen aber gleichen 5lreifen auf gleichen ©ebnen ünb iUbfcbntf« 
ten liegen/ wie feiebt ein/ufeben if^ 


\ 


\ 


\ 
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§. 76. 

. ©ie ©ptgen berfenigttt ouf gemein« 

fc^ttftücfeer ©cunbfeite Hegenben fp^äti» 
fd)tn S)rtieäCf beten SBinJel an bet @pi§e 
um eine unb blefelbe ©ifferenj tteiner obet 
gr&§er, al^ bie refpeftibe 0umme bet an 
bet ©runbfeife liegenben SBinfet finb, He» 
gen auf bet fJerip^ecie eineö ^reife^f in 
»eld&era jene gemeinfcOaftlic^e ©cnnbfeite 
eine 0eM< if^* 

S5en>eiö. fepen (Sigur 59.) ABC, ABC' jt»ei 
folc^e ©reiedef in benen CAB+CBA — ACB=CAB + 
CBA — AC'ß iff. Um ba^ ©reiecf ABC fep ein Äreiö be» 
fd)tiebett. ‘S;r4fe biefet bie ©eife AC nic^t in bem 3)nnf(e 
C' , fo nm§te et fie entmebet jwifcben A unb C* , etwa in 
C"; obet ouf beten Serldngetung übet C' in einem Sßunfte 
C"' f^neiben. €t fcbnetbe fie in C"; fo ifi nach botigent 
gebifoge CAB + CB A — ACB = C" AB + C"ß A — AC"ß j 
habet »egen gegenwürtiget aSotauöfeöung C"Aß + C"ßA — 
AC'B=C'AB + CßA— AC'ß obet, ba C"AB=CAB 
ijl, C'ßA— AC"ß=C'ßA— ACß; obet C'ßA + ACB 
= C'BA+AC"Bj nimmt man auf beiben ©eiten C'ßA 
weg, fo etbült man AC'B = C"ßC'4-AC'ß, obet AC'B • 
=ACß— C"BC; »oö unmbgticb i|l. (§. 24. 3uf. 5.) 

3iIfo fann bet um baö ©telecE AßC gelegte Äreiö bie 
©eite AC nicht jwtf^en A unb C treffen. Xrdfe er fie 'in 
C", fo giebf bie ©ieberbotung obiger ©cblüffe al^ 55ebin» 
gung ACß=AC"ß — C"'ßC'i »aö ebenfatt^ unmöglich 
ifi. ©aber ifi bet ©ab ebibent. 

©inb bie SBinieL an bet ©pige um gleiche ©ifferenjen 
g rüget, al^ bie refpeitiben ©ummen bet an bet ©runbfeite 
liegenben ^iniel, fo ergeben biefelben ©cblüffe bie Sliebtig» 
ieit bet ©ebauptung. * * 

3 u fab 1. 2fn bem ergen gaSe, wenn nümlitb bie 
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SBinffl Ott bec ©pt$e Heitiec finb, ofö bi'c €umme bet 
SSmftf Ott bet ©runbfelte , licgeti bi'e Srciecfc im größer«» 
abfc^nifte bcö j?teife^ ; bem» löge ABC tm Heinerett bnr4 
bte ©e^ne AB gebilbctett SJbfcftnitic _bcö umfe^riebettett Ärei* 
fe^f#D ttjurbe eia SBiberfprucb mit §. 75. entficbett. Sobet 
lieget« bie ©reierfe im'jtrcitcn go0e in bem Heiner«« Ärei^- 
obfebn ittc. ^ 

3ufo‘§ 2. 9lu^ biefer Umfebrung ergiebf pcb ou^ bie - 
Sii^tigfeif ber Umfebrnng M britten unb bierten Sufogeö 
im borigen 3Mmlicbt 

1) ©inb bie ©ummen je jtbeier Siogonoltbinfel einc^ fpb5=> 
rtfeben SSieretfe^ Sleicb, fo laßt ßcb ein Ärei^ um 
bfl<J SSicreef bcfd;rciben. 

2) ©inb bie ©ummen je jtbcicr einonber gegenüber ßeben» 
ben ©eiten eine^ fpbdrifcbfn SJierecfeö gleiche fo Idßf 
ßcb ein Ärei^ in bo^ S3ieretf einfebreiben. . ' 

§. 77. 

©rfUrung. 1) ©in fpbdrifebe^ ©reietf liegt jibiß^en 
jtbei SJiebenfreifcn , «bcnn jtbei feiner ©pi$en in ber 3)cripbe* 
rie beö einen, bie britte in ber 'Peripherie beö onbern Ärcife^ 
liegt. , , 

2) ©in fpbdrifcbeö S3iere(f liegt jtbifdben jtbei SRebenfrei» 
fen, tbenn jtbci ©efen beffelben, bie nicht ©iogonolecfen ßnb, 
in ber Peripherie be^ einen, bie onbern beiben ober in ber 
Peripherie be^ onbern Äreife^ liegen. 

y 

's. 

§. 78. 

' £ehrfo§. Sille fphÜrifche Äreierfe, »eiche ouf 
berfelben ©runbfeite unb jwifchen benfel* 
ben ©egenfreifen liegen, h«&tn gleichen 
gld^enroum. 

's e w e i d. (gigut 60.) 3»ifchen ben ©egenfreifen 
ABC', A'B'C fep ouf ber ©ebne AB ol^ ©runbfeite bo^ 

7» 
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©reierf ABC erri(^fet «nb beflTen ©titen AC, AB über A, 
B verldnsert blä ;u ihrem {Weiten ©urchfchnitte C , ber 
©egenpunft boo C in bet «periphrrie be^ ©egenfreifeö ABC' 
liegt. ©0 hot man ba^ OJebenbceiecf ABC' beä hörigen : 
ein in ben ^rei^ ABC' eingefchriebene^/ i^ffen S(dch«|Num 
'F=2CtfÜ— er i(l. (§. 75. 3“f- 5.) .©et gldchcnroum bet 
©pinbel CABC i|l =2C. 55e{eichnet man olfo mit T ben 
gidchtmraum ABC, fo if{ 

T4-T'=2C; hiet^o« bie ©feidhung' 

. 'r=s2C + U — 7t abgejogenf 

giebt T=;t— ü=Ü. 

©a bet ®erth hon U nur »on bet ©ebne AB unb bet 
©rbge bed SKabiug be^ S^ebenfreife^ abhcingtr fo ^aben aOe 
©ret'ecfe auf bet ©rnnbfeite AB unb {wifchen benfelben ©e« , 
genfretfen ben nclmlichen glächenraum. 

3nfag 1. aäJegen §. 75. 3uf* 9- I^§t fleh bet Eehrfag 
aOgemeinet fo auäfprechen: 3U(e fphclrifche ©reiede auf g(ei< 
(ben ©rnnbfeiten unb jwifchen refpeftiben gleichen ©egenfrei» 
fett hoben gleichen gidchenraum. 

' 3“foh 2. SBie ABC afö 0?ebenbreiecf bon ABC' ben 
fonjlanten gidchenraum 7t — U hofr fo hot bäö Diebenbreietf ' 
bon ABD (im anbern ^rei^abfehnitte) ben fonffanten gld» 
chenraum ?r4-U, weil U fdt ABD baö entgegengefegte 3«i' 
eben onnimmt (§♦ 75. 3uf. 2.) 

S>ag SRebenbretecE bon ABD ijl ABD', wo D' ben 
©egenpunft bon D anbeutet. 2lfle ©reieefe alfo, wie ABD' 
haben ben gidchenraum tt+U; wdhrenb bie borhec erwdhn* . 
tettf wie ABC, gleich U finb. 

SJeiberle» ©reieefe hoben einerlei ©runbfeiten unb liegen 
{Wifchen benfelben ©egenfreifen; fte unterfcheiben fich ober 
baburch bon einanber, ba§ bie einen über, bie anbern un« 
(ec ber gemeinfchoftlichen ©runbfeite liegen. 

Sttfttg 3. ©ie ©ntfeheibung , wie weithin ouf ber 
^Peripherie CA'B' bie ©pige C liegen fbnne; ergiebt fleh ou^ 
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J)« 8«9e bei ©egenpanftei C'. ©le ©pi'§e C bei 3?eben= 
breierfei ABC' fomt ndraltc^ überall aaf bem <Peripberieab= 
fcbnitfe ACB liegen, nur ntdbf auf bem 3ntplement ADB, 
weil fonÜ bai ©reiecf ABC' in bai ©reicef ABD bei anbern 
ÄreiiabfcbniKei übergeben würbe, golglicb fann ber ©egen* 
punft C überall auf bem ^eripberieabfebnitte A'CB', nur nicht 
auf betn Implemente A'D'B' liegen, ^ieraui folgt nun auch, 
bag bie ©piben bet ©reiecfe unter ber 5Baf!i AB, wie 
ABD', ihre ©pigen »on B'.übet D' bii A' haben fbnnen. 

gufab 4. Äommt bie ©pi§c C auf eine ber ©renjen 
A', B', etwa auf A'; fo gebt bai ©reiecf ABC übet in 
eine ©pinbel. ©enn ei wirb bann AC=aA', ein baibet 
J^auptfreii; BC wirb BA' unb bilbet mit BA cbenfolli ei= 
nen burcb B gebenben .^aupttreii. ©er gldcbenraum biefer 
©pinbel ABGA' i|t inbeg ebenfaöi =w— U. ©enn je nd* 
bet C an A' fommf, beflo mehr ndbert ficb AC bem 3u* 
jlanbe einer !Iangente, unb wirb wirflicb eine !tangente, 
wenn C mit A' jufammentrifft. ©er SBinfel ber Xangente ' 

mit bet ©ebne AB ifl aber nach §.' 75. 3nf. 6. ='2 

©et gldcbenraum ber ©pinbel i|l bem ©oppelten biefei ?SJin* 
feli gleich, alfo =U=rr— ü. 

3ufaö 5. 3|t bie gemeinfcbaftlicbe ©ruHbfeite’ ein 
©urcbmejfer bei Äreifei, fo ijl U=0; baber T=fr. ©ie 
©reierfe olfo, welche jwifchen gleichen ©egenfreifen liegen, 
unb ben ©urchmeffet einei biefer f reife jut ©runbfeite b«' ' 
ben, nehmen jebei ben »ierten Xbeil bet Äugelfldche ein; 
unb jwar bei jebcr beliebigen ©roge bei ©urchmefferi. — 

©ine merfwürbige ©igenfchaft! . • 

gttfah 6. IRimmt man »on ben ©reierfen, wie ABC, 
bai gemeinfchaftliche ©cg me nt ABD, beflen gldcbenraum 
burbb s bejeichnet fep, weg; fo flnb bie übrigbleibenben 
Sldume, wic CADB — ebenfoDi fpbdrifche ©reiecfe, beten 
SBttfji ADB jcboch ein Sfcbenbogen ijl — pon gleichem 
3nbotte, ndmlich =nf— CU+s). 


4 


Digitized by Google 



102 

!Oie ©(eic^^ett fotc^ec ^fterbrtiftfe gieBt ein Slnarogon 
jtt bcm pranimttrifdBet» 6a§e: „SDreicrfe bon gleicher ©runb» 
„linie unb J^c^e B<JBfit gleiten gldc^cnraum.^' ' 

S5ieff Slnalogic gcBt nod> tceiter; benn fofdB« SJfttrbrei» 
erfe jtbifcBcn refpeftioen gJcicBcn ©egenfreifen -PerBaffett ficB 
Bet ungleicBm ©runbfeiten, wie iBw ©runbfeiten — wie leicht 
jtt erttjcifen ijf. > 


§. 79. 

StufgaBe. ©ö i'jl ein fpBdrifcBe^ ©reietf gege» 
Ben; nun foll |tpei ©egenfretfe {onjlrui* 
ten, jtPifcBen tpeicBen ba^ gegebene £>reie(£ 
liegt. 

SluflBfung 1. Saö gegebene JDreiecE fep ABO (gi- 
gut 61.) unb AB fcp bie ©runbfeite. SOIan uerldngere AC, 
BC über A , B Biö jum jtteiten ©urcftfi^nieee C ; BefcBreiBe 
um ba^ aieBenbreietf ABC' einen Äretö (§. 43.), beffen 
SDJittelpunft M fep. Um ben ©egenpunlt beö Ie§fern, um 
M', Bcf^reiBe man mit bem Slabiuö M'C einen Ärei^; fo 
ifl ber 91ufgaBe genügt. 

S3eroei^. £)o ber 95ogen M’C=MC' afö ©egenBogen, 
unb M' ber ©egenpunft bon M ifl, fo finb bie Greife @e» 
genfreife unb baä gegebene £>reietf liegt jwifeben benfelben. 

Sluflöfung 2. gu bem gegebenen Sreieefe ABC, bef» 
fen S5afiö AB fcp, fon^ruire man baö 3lebenbreiecf ABC* 
unb helfen ©egenbreicef A'B'C unb befebreibe um beibe 
greife. 

S5 e » e i ö. ©ö i|l nur ju jeigen , bag biefe Greife @e» 
genfreife finb. ®er Äreiö um ABC' fep mit K, bet um 
A'B'C mit K' bejeiebnet. SBüre K' niebt bet ©egenfrei^ bon 
K, fo fep eö ein anberet K". Sann mßgte K" oueb bureb 
bie ?punf(e A', B', C geben, »ie K'. SIbet jmei Äreife 
fbnnen nicht brei fünfte gemeilt bnben. Solgficb ifl K' ber 
©egenfreiö bon K. 
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3ufa$. gie&t nur ein ipnar Segenfretfe# {»ifc^en 
benen ein fp&irifd)eö ©reied tiegen fann; norttuögefc^t, bog 
(ine unb biefelbe @eite.irontec alä ©runbfeiee genommen toicb, 
beren ©nbpunfte beibe in einem unb bemfeitcn Greife iiegen 
müffen. 


§.80. 

?e^tftt§. Sille fpHrtfc^« ©reiede Ö6er einer- 
lei ©runbfeite unb bon glei^em glücken» 
roume liegen jtpifc^tn einerlei ©egen- 
f reifen. 

. SBemeiö. feo (gtgur 60.) ABC einö biefer ©rei» 
tde auf ber ©runbfeite AB, unb CA'B', CAB fepen bie 
©egenfreife, i»ifcl>en bentn e^ liegt. fSBdre ein©reiedABE 
roiglid), »elc^e^ eben fo grog unb auf berfelben ©runbfeite 
(iegenb feine 6pi$c E nicht auf ber ^criphrrie CA'B* 
fo liege ge innerhalb be^ ©egenfreife^. ©ie ©eite BE fehnei- 
bet bonn in einem igunfte F biefelbe SJeripherie. SRan'jiehe 
AF. ©0 ig nach {■ 78. bo^ ©reied AFB=ABC, unb- 
bec J&ppotheg^ »egen nmgte auch AFß=AEB fei)n; tt>aö 
unmbglich ig. 

auf ähnliche SBeife folgt, ba| E nicht ougethalb beö 
greife« CA'B liegen lann. «Oiithlib ig ber ©oh ebibent. 

anmetf. 3(u8 §. 76. ließe geh bet SSeweie bitefc fuhren. 

3ufah. SBegen §, 78. 3uf. 1. gilt ber ©aö attgemei- 
ner ’fo*. aOe fphürifche ©reiede auf gleichen ©runbfeiten 
unb an gleichem gld^enraurae liegen jtbif^en refpeftiben 
gleichen ©egenfteifen. ^ 


§. 81 . 

8ehff«l-' Unter ben fphdrifehen ©reieden, 
»eiche auf elnef unb berfelben ©eh«« ei> 
neö SRebenf reifet gehenb, lhre,©pihen In 


Digilized by Google 



104 
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^ec ^er{}>öeri« beffelBett ^aittir ^at'ba^ 
((liefere einen (leittern Umfang. 

SBetcei^. ®enn f!nb CSi9ur61:) AC'B, AC"ß fofdje 
©reietfe, fo ^aben (bre Slebenbreiecfe ABc , ABc" gleichen 
gidcbenroum (§. 78.); alfo ba^ fcbiefere ABc" einen grbfei 
ren Umfang. (§. 53.) ©aber i(l Ac"+Be">Ac' +Bc'; 
mitbin AC" + BC" < AC' V BCr. 

3 u f a g. gleiebfcbtnUicbe £>feU(! ABC ^at a(fo 
ben gtbfen Umfang. . ' 

§. 81. 

Jtttfgabe. ein JOteied jn fonfftni» 

ren, tteleb«^ wit einira gegebenen ©teiede * 
gleiche Srunbfeite, gleichen g(4^enraum 
unb an bet ©runbfette einen gegebenen 
SBinf el hat. 

5lttff6fnng. Sa^ gegebene SDreied fci> ABC (gignr 
62.) unb AB helfen ©runbfeite. ?9?an*fonjlru{re bie ©egen« 
(reife , jmifchen benen e^ in SSejug auf biefe ©runbfeite liegt 
(§. 79.); lege an einem fnbpunfte ber ©runbfeite , etwa A, 
ben gegebenen ffiinfel an, bejfen ©chenfel in D ben ©egen« 
feeiö fchneibct*; fo i(l ABD baö »erlangte £)reted. 

Sbetoei^ ip anö bem SSorbergebenben binreichenb Bar. - 
’■ 3ufa§. SBirb flatt be^ SBinfclö an ber ©runbfeite bie 
©ebingung' gegeben, bag ba^ JDreied gleichfchenHi(h fep; fo 
errichtet man auf ber SKitte E bet ©runbfeite ein ?)erpenbi< 
fei, beffen ©ur^fchnitt F mit bem anbern ©egenfreife bie 
©pi|e beö geforberten ©reiede^ giebf. • 

t 

§. 83. 

Slufg abe. ©in fpbücifched ©teied in eine 
©pinbel »on gleicbitm §löchentaume ju 
Dectoanbeln. , . , 
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SJuflSfung. 3« gegeBenen ©reletfe ABC (St* 
gut 620 {onf!ruire man tvte im borigen $. feine 0egtnfreife; 
lege att ben' einen in A eine XangenU/ bie im 0egcnpunftc 
A' ben onbern Är.ei^ berührt,- unb berldngere AB biö A', 
fo ifl AA'B bie »erlöngfe 6pinbel. 

S5e»<i^ ergiebt ji^ on^ §. 78. 3uf- 4. 

2(nm(t!. 2)lefe Tfufgabe Ifl rin fpejJellet SaU tet bwbew • 
gebenben; -bee §aU n^mlicb/ wenn bet bort gegebene äSinfel an 
bec @runbfeUe ein SDJinimum ifl. 93etg(. §. 75. 3uf.>6. 


' ' §.84. 

5tttfgnbe. Sin 5|5olpgon in'elne' 

©pinbel bon glei^em Sidcbencaume ju 
»ettbttttbeln. 

81 tt f 1 6 f tt n g.’ JDa^ ju betmönbefttbe. ^ofpgon fep 
'ABCD.... CS'guc 63.) Um eine 0efe bJHefben, etwa B, 
berfcbtbmben }U (affen, (ege man {»ei 0egenfceife, ben einen 
burcb bie nd^fien 0d!en A, C; ben onbern, burcb B felbfl 
'(§• 79.); ber(dngere CD bi^ jum SDurdjfcbnitte C' mit (eö* 
terem unb jiebe AC'; fo ^at raon ein 8Jo(pgon ACDE'.... 
bon gieicbem gldcbenroume mit einet 0cte weniger. Sluf bie* 
fe(6e SBeife entfernt man eine 0de nach ber onbern, bii ba$ 
fßo(pgon ouf ein fDreie^ retmcirt ifl,' bo^ no(^ hörigem §. 
in eine ©pinbe( bem>onbe(t wirb. 

S5ewei^. 3)oö fPo(pgon ACDE.... ifl bem arfpüng* 
(icben gleich, weil boö ©reiecf ABC=ACC (§. 78.); olfo 
ABC+ACDE.*..=AC'C + ACDE.... ifl. 

‘ * * ' * ' 

§. 85. ' 

Slttfgobc, Sing jweJ gegebenen ©eiten ein fpbd' 
tifcbe^ ©reiecf bon gegebenem g(dcbenrou» 
me jtt fonjlrniten. 

2lttfl6fnn,g. ©tt gldchtwonro fep =T; bie gegebe* 
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nett ©eftett a; b. sj)?an fe^e T=nr— Uj fo {fl U=« — 
T gegeben. SOlatt ne^me nun (giguc 64.) AB=b; fege an 

Ä unb B i»d SBinfel ABC, BAC, {eben =-^U, beren 

©^enfel ben SDurc^fc^m’tt C geben; nehme ben ©egenpunft 
C be^ (enteren unb befchreibe um C mit bem SKabtu^ AC 
einen £rei^. ©nblich befchreibe man um A mit. bem Slabiuö 
=s?a. einen Ätei^r ber in D ben etfieren fchneibe; ~ fo {et* 
(let bttö JDreieef ABD bet Siufgabe ©enüge. ; 

SBeioei^. SSefchreibf man auch uw C mit bem SÄa» 
biud AC einen Ärei^» bet burch, B gebt, »eil BC=AC; 
fo tjl berfelbe bet ©egenfreiö be^ um C befchriebenen. JDa 
nun ba^ SD^eieciE ABD iwifchen ,bicfen ©egenfteifeli liegt , fo 
ijl au8 §. 78. ebibenf; baß fein gldcheftraum =nr— U= 
T fen. , ' 

3ufa§ 1. 3fl ber gegebene gtdchenraum T gleich n\ 
fo tjl ü=0; bann wirb C bet SJfiftelpunlf bon AB. 3(1 
T>7t; fo' i(l. U negati»; unb bie SEBinfel an A unb B müf* 
' fen übet AB' liegen ^ toenn nämlich baä ju fonflruirenbe 
, SDrcietf übet AB liegen foß. SDet ©runb ergiebt fleh uu^ 
§. 75. 3uf. 2. unb §. 77. 3uf. 2. 

3ufa§ 2. SDa jttei Äreife fleh in jtoei^Junften f^nei* 
ben/ fo giebt eö äuget D noch tinen ©ucchfchnitt/ alfo im 
attgemeinen jmei »erfchiebene Sreieefe/ »eiche bet auf» 
gäbe genügen. £ioch füllt bied jtoeite ^reied »eg/ »enn 
bet }»eite. S)uc^fchnitt auf bem ©egenbogen beö Sieben« 
hogenö AB liegt; »egen §. 78. 3uf. 3. 

Sie ©ebingung übrigen^/ unter »eichet j»ei »erf^ie« 
bene Steierfe auö a, b, T mbglich flnb/ b. h« unter »el« 
eher bet j»eite Succhfehnitt außerhalb beä Slebenbogen^ 
A'B' liegt, (ß, bag a+b<n: fep. Set S8e»ei« 'folgt auö 
§. 63. 3uf. 2. 

anmetf. Segt m«n bie ©eite a an ben ^unft B, fo er* 
hält man bie fpmmetcifchen Sceiecte bec vorigen. 
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3ufa§ 3. SSerWnatrf man ben SSogtn AC üb« A, ' 
fo fcbnei'I^i ec ben nnbern ©egenfrei^ in einem ?Junt(e B' 
unb gebt bureb ben SKittefpunft C beffelben. 2)a bec S5o» 
gen AB' bec fucjefie untec allen ij!^ meicbe pon A nach bec 
^ecipbecie be^ ©egenfreifeö geben (§. 63. 3uf- 2.); fo bacf 
bie gegebene ©eite a nicht {(einec, al^ AB' fepn^ unb e^ i^ 
aifo AB' baö 5D?iniraum füc a. 

Äonücuict man in bem SDceiecfe ABB', bem ba^ SRini* 
mum AB' geboct, baö SRebenbceiecf ABB", fo i|l beffen 
©eite AB" ein 5Duccbnieffec, aIfo, noch §-75. $ü{.2., ffiin* 
fet ABB"=BAB" -h BB"A; bab« «— ABB"=7r— BAB" 

— BB"A; b. i. ABB'=BAB'— BB'A, wenn BB'A füc 
ben gieicbrti BB"A gefegt wicb. .^iecauS abec folgt BAB’. 
=ABB' + BB'A. jDabec ijl au^ bie ©eite BB’ bec SDuccb* 
meffec beö um ABB' befcbtiebenen Äceife^. (§. 75. 3uf. 2.; 
f 76.) 

Untec ben fpbücifcben IDceiecfen alfo^ ivelcbe gleiten 
Slücbencaum .unb gleiche ©cunbfeiten b<i^enr bot ba^jenigef 
in welchem eine jweite ©eite ein COiinimum ifl; ben £)ucch« 
meffec be^ uragefchciebenen Äreifeö juc bcitten ©eite. 

' 85on bec Siichtigfeit bec Umfebcungj 

S3ei ben fpbücifchen £)ceiecfen Pon gleichem gleichen« 
caume unb gleichen ©cunbfeiten ifl bie }tpeite ©eite be^jeni« 
gen JDceierfe^, beffen beitte ©eite bec Succhmeffec be^ um« 
gefcheiebenen ^reifci^ ifl^ bie lleinfle untec ben übeigen an 
bie cefpeftiPe ©cunbfeite flogenben ©eiten — 
wicb man fid), obige ©chlüffe cüefwdct^ wiebecbolenb/ leicht 
übeejeugen. 

3lnmerf. SRem witb bte Jfnalogt'e mit bem ebenen Steietfe 
hiec, fo wie in bem Solgenben, nicht übetfehen. 


§. 86 . 

?ehrf<»h* Untec ben fphilcif^en JDceieden/ 
toelche auö jwei gegebenen unb einec beit« 
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ten »infu^clic^tn 6eife gtbllbet »erben 
f6nnen, Mt ba^jenige, beffen britje ©eite 
ber ©urcbnieffer be^ umgefe^rlebencn Äcei* 
Uä if!/ ben gr6§ten gldt^enraum. 

S5e»eiö. 3n bera Srcicjfc Cgigur 65.) fcp bie ©eite 
BB' ■ ber Surdjmeifct bc^ umgcfcbricbcnen Ärcifeö. 3n bem 
SRebenbreieefe ABB" beffclbcn i|l dfo nac^ §. 85. 3“f- 3. 
auc^i AF' ber £)urc^nic|rer beö um baffclbe befc^riebenen 
Ärtifcö. Äonflfruirt man biefen unb feinen ©egenfrei^, ber . 
bureb B', ben ©egenpunft öon B^ geben mnf; fo ifl AB' 
ber fürjefl^'SBogcn t>on A na(^ ber iperipberic bejfclben, »eil 
er terldngerr bureb l»en SOJittefpunfr C', ben ©egenpunft »on 
C, beg erflcren Äreifeö, gebt- anbere ©reiecJ nun» »ef« 
(beö gnö ben ©eiten AB , AB' gebilbet, über ber ©runbfeife 
AB mbglicb ifl» mug feine ©pige in ber ?Jetipberie bc^iKc* 
bentreife ^ , ber um A mit bem Stabiug AB' befd)rieben »irb^ 
haben, ©in fplcbeö fep AGB. Sie ©eite AG »erlüngere “ 
manf big jur iperipberie beä ©egenfreifeg um C', ben f!e in 
D treffe, unb jiebe BD; fo ifl bag Sreierf AßF=ABD; 
aber ABD>ABG; aifo ABB'>ABG. Sa für febe an» 
bere Sage Pon G baffelbc gilt, fo ifl ber ©ab eöibent. 

3ufa§. ©oC bie J&»pofbegg beg Sebefageg mbglitb- 
fepn, fo muß bie ©umme ber gegebenen ©eiten Keiner aig 
ein .^albfrcig fepn. Senn bejei^net man ße mit a, b; bie 
britte beliebige' ©eite mit c; bie ^infel beg Sreieefeg mit 
A, B, C; fo muß, wenn c ber Sur^meffer beg umgc* 
febriebenen Äreifeg iß, C = A+B; aIfo, »eif C<7r; auch 
A + B<nr; mitbin a4-b<7r fepn. 

^aß ein großteb Sreictf immer mbgli^ iß, '»enn bie 
gegebenen ©eiten a, b biefer S3ebingung genügen, jeigt ber 
fofgenbe §. 


§. 87. 

Slufgabe. Slug {»et gegebenen ©eilten, bereu 
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Summe {(einer a(ä ein ^a(6(reid iff, ein • 
Sr6@teä IDreiecf ju fonffruiren. 

Sluftfifung. ®ie gegeßenen ©eifen fe^en a, b, bercn 
©uitirac a + b<7r i|l. <SKan ne^me (giguc 66.) AB=b. 

25a a + b<« ij!, fo ifl b<?t— a; ober b<a; ba^erau(^ 
11 — 

-b<— a} befc^reibt man a(fo um A unb um B Äreife, 

' 1 _ 

(eben mit bcm (Kabiu^ y a , fo geben biefe einen 25ur^fcbnitt 

M, oußlerbalb AB. $\t^t man ben SXabiu^ MA unb »er* 
Idngert ibn über A bi^ B', fo ba§ AB' na wirb , ^»erldn* 
gert ibn bann uberß'bid M', ben ©egenpunft »on M; fo i(l 
M'B'=^MA. Denn MAß'M' ijl =7r; baber M'ß'=?r— 

a — — a = a— - a=- a=^A. ©er um M' mit bem 9?«* 

biuö M'B' befcbriebene Ärei^ ifl a(fo ber ©egenfrei^ be^ um 
M mit bem Siabiu^ MA bcfcbn'ebenen. ©n^ ©reied ABB', 
melcbe^ bie gegebenen ©eiten Ht, liegt alfo jmifcben biefeu 
©egenf reifen/ unb ^at, weil AB' ber füricfte Sogen »on A 
nach ber ^eripberi« beö anbern ©egenf reifet ifl/ einen gr6* 
gern gldcbenraum/ a(^ febeä anbcre au^ ben ©eiten a,'b, 
gebilbete. (§. 86.) 

gufag 1. ä + ^ = ifl b=a. ©ann fdfft 
ber ©urcbfcbnitt M (alö Serübrung^pun(t) mit bem SOlittel* . 
punfte D beö Sogenö AB jufammen; AB faßt mit AB' in 
einen .^albfreiö jufammen; B unb ß' finb ©egenpuntte/ bo* 
ber auch BB' ein .^alblreiä; ba^ ganjc ©reied wirb a(fo 
eine ©pinbe(. ©ad SJlajcimum ifl a(fo üt biefem gaSe eine 
©pinbel/ fein ©reied. 

3(1 ober a + b>nr; fo ifl b>aj 

ifl lein ©urcbfcbnitt M moglicb. 

3ufa$ 2. Unter ben fpbdrifcben ©reieden/ t»e(cbe nud 
(tbei gegebenen ©eiten / beten ©umme {(einer a(d ein J^alb* 
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fret^ iflr se(t(be( toerben !5nnen^ ^at ba^ grbgte bte 0tgcn> 
fc^ttff, bag bie britfe nic^t\ 8 C 9 ebcne @tite beffflbm bec 
SDuc^meffet bcij umgcfc^riebenm Äreifcö ig. . 

' §. 88 , 

2e^rfa§; Slu^ jt»ei gegebenen ©eiten, beren 
©umme grbger alö ein .^albfrei^ ig, ig, 
fein gebgte^ S)teitä migUd}. 

S5e»ei^. ®ie gegebenen ©eiten fe^cn a, b unb a + 
b>7tj bann ig ä+b<7r, unb eä läßt geb gug ä“ unb b 
ein grbgteg ®reie<f fongrutren. ©leö feg (gigur 67.) bag ' 
JDreieef ABC, begen ©eite AB bet Sur^mfflTec be? umge* 
fcbricbenen'Äreifeg igj öon ben anbern ©eiten begelben fet) , 
AC = b; CB=a. 50jan benfe geg ben ©ebtnW CB be» 
tneglicb am ben fegen ^unft C; fo wirb bet, spunft B ben 
Äreig B'B"BB'" befegreiben, bet in B' bie ©eite AC, in B'" 
beren SJetWngerung unb in B ben um ABC befebriebenen 5?reig 
febneibet. 5Berfe§t man nun CB auf CB', fo ig bet SBin- 
lei an C (ACß') Slutt; bewegt ^cb bet S5ogen CB aug bie* 
fet Sage nach bet Slicbtung B'B'", fo wdcbg bet SBinfel an 
C unb mit ibm bet gldcbenroum beg Sreierfeg ; in B erreicht 
lebteret fein SKayimum, nimmt aifo jenfeit B wiebet ab, 
wdb«nl> bet IBinfel an C, bet febon aig ACB ein 
gumpfer war, fortwdebg. Set QBintel an A, bon Slnfang 
an waebfenb, erreicht fein S)?ayimum, wenn B in B", bem 
SJerubrunggpunfte bet bon A an ben Äreig B'BB'" gejoge* 
nen Xangente, ig unb nimmt weiterhin fortwdbrenb ab. 
Äommt bet ?)unft B nach B'", fo ig bet SEBinfel anC=yr; 
bet SBinfel an A berfchwinbet, bag Sreied mit ihm. 

Slimmt man nun ben ©egenpunft bon C, bet in C' 
fep; fo febneiben bie über A, B berldngerten ©eiten AC, 
BC geh in C' unb in bem Sreieefe AC'B ig AC' = bj 
BC'=a, Sie ©pinbel CABC' wdcbg bei bet oben be» 


Digilized by Googl 



I 


' — 111 — 

trat^Wm SBwegutig ©t^enfeC^ CB' C»b« bed .ftalbfrei» ■ 
feö CBC') in bem SRaagt» t»ie bet SBinftt on Cj nimmt 
a(fO/ wenn C=tk ift, bie ^albe ^ugelgic^e ein. iDa^ au^ 
ben ©eiten a, b gebilbete öreied ABC, aW bie iDifferenj 
jwifcben ber ©pinbe^nb bem Sreiede ABC, offen» r 

bar nom Slnfange ber 93ewegung an unb um fo me^c, fo» 
baib ba;$ S)reied ABC nach erreichtem 9)?aj;imum wieber ab« 
,nimmt. erreicht a(fo fein ^OZapimum be^ Sidchenraumeä, 
fonbern gehtf fobalb ber SBinfel an C'=;r wirb, in einen 
^aupttrei^ über/ ber bie halbe ^ugeiffdche einnimmt. 


§. 89. 

2ehrf«S- Unter ben fphcitifchen «Polpgonen 
pon n ©eiten, welche auö (n — l) gegebe» 
nen unb einer nten beliebig ju wdhienben 
jufammengefeht fepn f&nnen, hat baS 
grbgte, wenn ein folcheö mögtid) ifl, bie 
©igenf^aff, bag feine €den in ber iperi» ' 
' pherie eined Äreifed liegen, beffen ®urch» 
meffer bie nte, nicht gegebene, ©eite iff. 

SJeweid. fep (Sigur 68.) ABCDEF bad grSgfe 
ipoipgon unter benen, welche mit ihm a'uger ber ©eite AF 
bie übrigen gemein haben. SBdre unter ben €den beffelben 
eine, bie nicht in ber ^Peripherie bed über AF ald £)urchmef» . 
fer befchriebenen Äreifed läge, etwa D; fo jiehe man AD 
unb DF. IDad £)reicd ADF ifl bann nicht bad grbgte ber 
©eiten AD, FD. Siebt ed aber ein grbgered ©reied mit 
ben ©eiten AD, DF, fo giebt ed auch, trenn man mit bem 
grbgfen bie fpolpgonabfchnitte ABCD unb DEF perbin» 
bet, ein grbgered ^olpgon mit ben gegebenen ©eiten, old 
ABCDEF ifl, Welches hoch baS grbgte fepn foDte. ©a 
bieS ber SSorauSfehung wiberfpricht', fo ifl bie 3(nnahme, eS 
liege D augerhalh ber ^eriphttie, falf^. Sllfo roug lebe 
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ff de be^ 8r60tttt ^oT^gone« in bet genannten ^erip^em 
liegen. " i 

3 n ftt SlucO &iec ftnbef ftcft bte S5ebingung ber 5K6g. 
lic^leit eine^ 0r6gten> ba§ bte @umme ber gegebenen @et« 
ten {(einer/ a(ä ein ba(6er .^auptfrei^ ^pn muß. Denn )cbe 
ber ©ebnen AB,'BC,.... i(l {(einer, a(ö ber jugebbrige 
IBebenbog'en beä umgefcbriebenen j^reife^; baber ihre ©umme 
, {(einer, a(^ ber bolbc IRebentreiö, um fo raebt alfo {leiUer, 
aiö ein bnlber .^auptlrei^. 


§. 00 . ' 

lebtfaö. SBenn nuö (n— 1) gegebenen ©eiten 
jt»ei fpb^rifcbe ipolpgone, jebe^ pon u 
©eiten» fo jufamraengefeöt finb, ba§ bie 
ffden eine^ {eben in einem J&atbfreife lie- 
gen, beffen Durcbmeffer bie nicht beftimmfe 
nte ©eite be^ ^olpgone^ t|{; fo buben bie 
beiben (polpgone gleichen g(ddbenraum. 

Seioeiö. 3n ben «Polpgonen CSigur 69.) ABCDE 
unb A'B'C'D'E' fep AB = A'B'} BC=B'C'; CD = C'D'j 
unb DE = D'E'j ferner fepcn AE, A'E' bie Dnr^mejfer 
ber 5{reife, in beren (Peripherien bie ffden beiber ^olpgone 
liegen. 9Sir , behaupten nun, bie Durchmeffer AE, A'E' 
ber j^reife, alfo bie 5?reife felbff, flnb einanber gleich. (Denn 
adre etwa AE < A'E', fo h«lbire man AE, A'E' in M, 
M'; fo wie AB, A'B' in N, N'j unb jiehe MB, M'B'; 
MN, M'N', »eiche lehtere beibe auf AB, A'B' fenfrecht 
finb. (§. 40. 3uf. 1.) Da AE < A'E', fo iH auch AM< 
A'M'; in ben rechtwintlichen Dreieden ANM, A'N'M' i^ 
olfo AN=A'N', aber AM < A'M'; baher ifl SBinfel 
AMN>A'M'N' ( 5 . 38. 3uf. 1. 2.); unb auch NMB> 
N'M'B C§. 40: 3uf. 1.); baber ifl AMB>A'M'ß'. ©hett 
fo folgt BMOB'M'C'; CMD>C'M'D'; DME>D'M'E'. 
möfte ttlfo AMB+BMC + CMD 4-DME>A'M'B'+ 
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B'M'C'-l-CM'D' + b'M'E' ftotif nic^t fcpn fanit. 
Slifo fann AE nic^f <A'E' fron. 2luf gleiche SJeif« folgt, 
bog AE nit^t >A'E' ft^n fonn; irntjHn mug AE=A'E', 
ftpn. 3g bi'e^ obtr, fo lg AM=A'M'; BM=B'M'' 
tt. f. oifo ble ©reierfe AMB, BMC,.... ben ©relfdm 
A'M'B', B'M'C',... gleich; mit^ltt ouc^ i^rt ©uroratn, ble 
tpoipgone f>on gUic^tra §(d(^enraunte. 

3ufa$. t>ie gegebenen ©eiten In bem einen 

^Jolpgone In anberer Orbnnng auf einonber, alS In bem an* 
bern, fo g6rt bieö ble gemalten ©cbldffe nic^t. ©o biete 
SBerfe^ungen bec gegebenen ©eiten mbglicb , fo «leie oerfcbie* 
bene ipolngone er^dlt man, bie inbeg alle gleichen gldc^en> 
raum haben. 


2(nraetf. X)ie ajerf«bung«iabt lg 1. 2. 8. (n — 1), 

wenn bie gegebenen ©eiten aUe «on einanbec oerfebieben gnb; 


1. 2. 8 ..Cn — 1) 


fong ig ge befanntlicb 

1 * 4 

omal, eine anbrre ßmcd tc, oorfommt. 


1. 2... .er. 1. 2. 5....ß K.^ 


trenn eine 


§. 91. ' 

•Xehtfag. 3g «uö (“—1) gegebenen ©eiten 
unb einer toiUldhtUchen ©eite ein fphdrU 
fche^ ^otogon fo }ufaramengefeht, bag 
ble ©pi$en beffelben In ber igerlpbttie ti* 
neö Äreifeö liegen, beffen ©urchmeffer / 
jene toidführli^e ©eite Ig, fo hot ^oä 
^olpgon ben grbgten St^^^tocaum, toel« 
^en bie gegebenen ©eiten julaffen. 

SBetoeiö. ©a^ hiec beieichnefe ^Jofpgon fep P. 3?a(^ 

$. 89. hot bo^ auö ben gegebenen (n — 1) ©eiten , auö einer 
nten »iOidhrlichtn }ufammengefehte grbgte ipofngon P' 
feine €cfen in ber ^eriphtrle elneä ^reife^ , beffen ©urdtmeg 
fer fene nte ©eite ig. fgach §. 90. hoben aUe f^oipgone 
ou< ben gegebenen (n— 1) ©eitat »nb ber beliebigen nten 

8 
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gltic^en Sl^c^enrattm. 3u bieftn ^e^Srt nun fowo^t F, ali 
ouc^ P. ©ober ifi P=P'. SUfo i|l ira ?f^rfa|e ht* 
(tic^nete ^olpdon ein 9]!ajcimuni. ; 

- f 

$. 92. 

Se^cfa^. ^enn aui! n gegebenen ©eiten' jtoei 
nfeifige fpb^tifcbe gjoipgone fo jufamraen» 
gefegt finb, bag jebe^ feine €(fen in einer 
Krei^perip b<)^i< bot> fo finb bfeiPotpgone 
pon gteicbem Sldcbencaume. 

S5e»eiö. 2)ie ©eiten bet ipoipgone (Sig.700 ABCD...., 

A'B'C'D' , fepen refp. gteicg; ndmiid) AB=A'ß '5 BC= 

B'C' tt. f. ». ; unb M, M' fepen bie SKittelpunfte bec Äreifc, 
in beren «Peripherien bie ©cfcn ber ^oipgone liegen. SBiren 
nun bie Siabien MA, M'A' einanber nicht gleich ; fo fep MAc; , 
M'A'. Dorouö folgt, wie in §. 90, bog bet SBmfel AMB >« 
A'M'B'; BMC>B'M'C' u. f. enblich, bog bie SBinfef 
um ben «punft M jufouimen grbger ol^ bie um M' fepn müg« 
ten; hoher tbnnen bie Slobien nicht ungleich fepn. ©inb ffe 
nun gleich, fo gnb bie glei(hfchenfltchcn JDreiede AMB, 
BMC, — fongruent mit A'M'B', B'M'C'....,- mithin beibe 
^olpgone Pon gleichem gldchenroume. 

3ufoh. ^uch h>ti^ ift bie Drbnung ber ©eiten be^ et«' 
nen «polpgonc^ unabhängig Pon ber in bem onbern. 

§. 93. 

?ehrf<i6*.. Unter ben fph^rifchen SJolpgonen, 
»eiche ou^ n gegebenen ©eiten gebiipet' 

* »erben fbnnen, h<tt bo^tenige, beffett 
©pipcn in einer j^rei^peripherie liegen,' 
ben grbgten Sldchenroum, »eichen bie ge« 
gebenen ©eiten juloffen. 

95e»ei^. fegen (Sigur 71.) ABCDEFG unb 
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A'B’C'D’E'FG' |»ti ?Jofpgon<, ftb«5 aui ben ^t* 

gtbtnen ©dttn |ufdmmenäef<§t, t>on benen ba^ er(?ere ftint 
©pi$tn in ber ^erip^erie eine^ j^ceife^ ^au baä anbere ni(^t. 

£)a aOe ^olpgone, welche/ au^ benfelben ©eiten beflebenb^ ' 
ihre ©pigen in einer ^rei^peripberie bo^en^ gteicb grog finb 
(§. 92.); fo fep ABC....G boöjenige unter benfeiben, beffen 
©eiten in berfelben Drbnung «uf einanber folgen, »ie in bem 
onbern A'B'G — G'. 33?an iiebe in ABC. ..G ben ©urcb» 
meffer AI unb> jiebe DI, EI. Sin bem jweiten ^olpgone be* 
f^reibe mon bo^ JDreie(f DTE'=DIE; nümlicb DT=DIj ' . 
D'E'=DEj unb iiebe Al'. S5on ben beiben Sibfcbnitten ' 
A'B'GDT unb A'G'FE'I' (unn ber Sinnabme »egen bicb» 
flenä einer olle fetne^ ©pi^en in einem J^albtreife haben ; bie« 
fer fep A'B'C'D'l'. ©ann ifl A'ß'C'D'I'=ABCDI (§.90.); 
aber A'G'F'El' < AGFEI (§. 91. 90.); mithin A'B'C'D'l'E'F'G'/ 
CA...I....G. SJimmt mon »on biefen DIE=:D'rF rnegj ^ 
fo folgt ABCDEFG>A'B'C'D'£'F'G. — ,j£)ttt ober feinet 
»on ben beiben Slbfcbnitten be^ {»eiten ipof^gone^ aflfe ©pigen 
in einem .^aibfreife, fo ig ieber fleiner, ntö ber entfprecbenbe 
Slbfcbnitt bed ergen ipoipgonef. Um fo mehr ifl bann biefe$ 
grbger al$ feneö. ^ierau^ folgt bie DUcbtigfeit beö ©age^. 

3ufo§. ' Unter ben fpbdrifcben ipoipgonen, toefcbe outf - 
n gegebenen ©eiten gebilbet »erben fbnnen, bat baä grbgte 
bie €igenfcbaft, bog feine ©pigen aOe in ber fperipberie ei« 
ne^ ÄreifeÄ liegen. 5Denn »Jrc bie^ nicht, fo »örbe baS 
fluö ben(>lben ©eiten gebilbete , beffen ©pigen in einet Äreiöf« 
Peripherie liegen, grbgec al^ ba^ grbgte fepn. 

• / 

93on ^en fpl^&rifd^en ^araltelogta'mmem 

§.94. ■ 

(Erflütung^ 1) 5Daö fpbÄrifche ipotolleld» 
grnmm ig badfcnige fpbdrifcbe 93ierecf, »clcheö {»if^en 
^ j»ei ipaar ©egenfrtifen liegt — ober; beffen €cfen 2)ur(h« 
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f4n{(töpunfee jweitr @egenfreife mit jtpei ottbem @ed<n{rdftn 
^nb; ebne bag ba^ !8iere(( in einem tiefer j^reife liest. 2) S)a«l 
, fpb<Jcifcbe Xtnpej aber liegt nnr jwifeben |»ei ©egenfreifen. 
Son ben beiben ©eiten, mefebe ©ebnen bieferÄreife ftnb, »irb 
eine immer oM ©mnbfeite be^ Xrapeje^ genommen »erben. 
3) 3ebe« onbere fpbdrifebe SBiereef ijl fpbdrif^eö Xropejoib. 

' 3»fa b* S3ei bem fphdrifebe« ^Porallelogromme (Inb jebe 
2 »ei einanber gegendbet (iegenbe ©eiten ©ebnen in ©egen« ' 
freifen; bei bem Xrapeie nur ein ^aar foicber ©eiten.. 


$. 95. 

£ebrfab. 3n Gebern fpbdrifeben sparallelo« 
gramme finb bie gegendberliegenben ©ei* 
ten einanber gleich. 

95e»eiö. Um bie ©egenpunffe (gig. 72.) A, A' fepen 
bie ©egenfreife CMND, C'M'N'D'j unb um j»ei anbere 
©egenpunfte B, B' bie ©egenfreife EMN'F, E'M'NF' be» 
febrieben; »elcbe mit ben erfieren beiben geh in ben ipuntten 
M, N, M', N', fibneiben, bie bureb .^lauptbogen eerbuh« 
ben, bag fpbdrifebe ißarattelogramra MN M'N' geben. ©a§ 
biefem bie im £ebrfa$e behauptete ©igenfebaft aufommt, Idgt 
jlcb fo aeigen. 

aSo^n bem SKittelpunfte jebe« Greife« a‘<be man naeb ' 
ben SDurebfebnitt^punften beffelben Slabien: AM, AN, 
BM, BN* , u. f. ». SDa ifl nun . 

1) baö ©reieef BMA=B'M'A'; »eiIBM=B'M'; AM 
s=AM , aig Siabien; unb AB = A*B’ alä ©egenbogen. 

©aber ig 2BinfeI BAM=B'A'M'; ABM==A'B'M'. 

2) ©reieef BN'A'=B'NA, ou^ ben Porbin genannten 

©rdnben. ' ' 

©aber ig ISJinfel A'ßN'=AB'Nj unb BA'N'^B'AN. 

S) 2lu^ BAM = B'A'M' . 
unb B'AN=BA'N' 

folgt BAM + ß' AN ==B'A'M' + BAN ' ; ' 
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anb ^i’er«u<: MAN=M'A'N', ali ©uppfeiatttte bec ©am» 
men btr oerigea. 

2luö MAN=M'A'N' folgt : MN=M’N' (§.60. 3«f.4.) 

SSaf biefelbt 2ßtiff fiabet ff(6 MN'=M'N. 

3afa8- 1. a?immf man (latt bet J&aaptbogea MN, 
MN', M'N', M'N, bif gfti’cbbejeic^eten 91 ebenbogen bet 
©egenf reife aW ©etftn beö SJieredW, fo bot man ein fpb^rifrbe« 
^ataOelogramm/ in »eicbem )ebe ©eite bet gegenübetliegen» 
ben pataQel ift 

3ufab 2. Satcb jebe ©iagonale »irb ba^ fpb&ifcbc 
^arattelogtamm in j»ei gkitbe Dteierfe getbeilf. 2>tnn jiebf ' 
man in bem ^ataOelograram MNM'N' (gig. 73.) bie ©ia» 
gonale MM'; fo ifl bo^ ©reied MN'M' = MNM', »eil MN 
= M'N'j MN' = M'N unb MM' = MM' ifl. 

©aber finb bie ©iagonalminfel einc^ fpbi^rifcben ipatal» 
Iclograrameö einanber gleich» ndmlich MN'M'=MNM ; anb ' 
v + n = v'+u'; »eil v = v'; u=u'. 

gnfab 3* ©iagonalen be^ fpbarifchen ipa* 

rallelogramraeö b«I^ir«n fleh gegenfeitig. - - ^ ^ 

©enn »ie u=u; ifl auch y=y ; ««*> MN=M'N'; 
fb ifl baö ©reiec! MNO=M'N'Oj habet MO=OJVl'; 

no=on'. 

gufab 4. ©inb aBe SBiafel beö fpblrifcben fp.araÖelo« 
gramme« einanber gleich ; fo ftai> a«ch bie ©iagonalen gleich- 
©enn ifl SBinfel M=N; fo ifl baö ©teieef N'MN= 
MNM'; bähet MM'=NN'. 

3tnmert. (Sin folche« ^atoBelogtamm entfpricht bem ebe» 
nett 9le(hte(fe. 

gafah 5. ©inb bie SSinfet abet nicht aBe gleich/ fo 
fleht bem gt6§etn eine grbgere ©iagonale gegenüber. 

©enn ifl M>N; fo ifl NN'=MM' »egen §. 31. 

3 n fa h 6. €iii angleichminflkhe^ fparoBelogramra lagt 
fl^ nicht in einen Ärei^ cinfchreiben. 

©enn »äre eö möglich, fo mügte O entwebet bet 2Rit* 
telpanlt be^ amgefchriebenen Steifet fcpn, ober nicht. 
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' , SBJre O bet SOfitfelpunft# fo raßgttn bie JD{« 3 onafen' 

MM', NN' «lg •Durcftmefftt gleich fepn; »«g nic^t tn^glic^ 
Id (3uf. 5.). 3Bdre O ein «nberer Ipunff beg umgefc^riebe» 
rttn Äretfegf fo mügtctt jtd) bie Seinen MM', NN' ^«Ibt« 
rtn (3uf. 3.) ; »«g^ «uc^ nte^t fepn f«nn (§. 64. 3uf. 4.). 

2lnmetf. 2>al)<t liegt b«6 @ef)ne nvieied eineO foicbm 
fpbdrifcben ^acallelogrammeO nicht in einet 6bne. 

3uftt| 7. Uro ein gleicbwinflt^eg fpb^rifcbeg ^Jorotte* 
^ fogranmi ld§t ft(^ ein ^ceig befcbreiben. £)enn in einem foI< 
eben fin^ ^Diagonalen gleiche alfo ihr £)nrcbf(bnitt O t>oit 
aOen €(fen gleicbtoeit entfernt Der um O mit bem Slabing 
OM beftbriebene Xrei^ gebt alfo buccb oDe Sefen beg ißa« 
' caHelogramraeg« 


Xebrfab. SQJenn ln einem fpb^fifcben SJieretfe 
bie einanbec gegenüber lieg enben @eiten 
ipaartoeife gleich finb, fo ifl bag SSiereef 
ein fpbdrif^eg 3)«tollelogtamm. 

JBemeig. Sn bem SJiererfe (gig. 73.) MNM'N' fe^ 
MN=M'N'j MN'=M'N. SRon jiebe bie Diogonole« 
MM', NN'} fo ifl bag Dreiecf MN'M'=sMNM', »eil bie 
©eiten beiberfeitg gleicb ftnb ; babec ifl ber gldcbenraum be^ 
Dreiecfg AIN'M' bie J^ülfte beg ganjen Siereefg. ®ben fo 
folgt, bag bag Dreiecf NN'M' bie .^dlfte beg Siereefeg iflj 
unb btrraug folgt, b«g bie Dreiecfe MN'M', NN'M', tpelcbe 
auf einerlei ©runbfeite N'M' liegen, gleichen glücbeninbalt b«* 
ben. ©olcbe Dreiecfe liegen aber jtoifeben einerlei ©egenfreU 
fen (§. 80.) 5 habet liegt bog Siereef MNM'N' jtpifeben j»ei 
©egtnfreifen, beten einer bureb M, N; ber anbere bureb M'» 
N' gebt, ©ben fo folgt aug ber ©leiebbeit ber Dretecfc 
MN'N, MN'M’, bag bag Siereef jtpifeben jmei onbern ©e» 
genfreifen liegt, uon benen ber eine bureb ber anbere 

bureb ^ dcblv ^(fo ifl bag SSIerecf ein iParaOelogcamm,. 
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I 

^ . / §. 97 . 

?c5rfa§. €in fpMtifc^eö Sierecf ifl öut^ ein 
^arallelosrammr wenn jt»ei einantJer ge- 
genüfiertiegenbe ©eiten beffelben gleit^ 
unb ©eM«« ©egenfreife finb. 

/ SBettei^. '3« fp^drifcften SDierede (gigur 73.) 
MNM'N' fep MN=M'N'i unb beibe ©?ifcn ©ebnen jweiec 
©egentreife, bon benen nlfo ber eine bureb M, N; bec an* 

bete bureb M', N' gebt. ^ ^ ^ 

Jiebt man bie diagonalen MM', NN'; fo b«^«n *>•« ' 
dreierfe MNN' unb M'N'M gleicben gidebenraura , »eil fle 
auf gleichen ©runbfeiten, MN, M'N' unb i»ifcben einerlei 
©egenfreifen liegen (§. 78. 3uf. !.)• 95ttracbtet man nun 
MN' alö bie gemcinfcbaftlicbe ©tunbfeite berfelben dreieefe, 
fo liegen fte be^ gleichen gldebencoumeö »egen jwifeben J»ei . ' 
anbern ©egenfreifen, »on benen ber eine bureb, M, N', bet 
onbere burrb M', N gebt. SKitbin i|l MNH'^^' tin fpb^«' 
febe^ ^araDelogramin. 

§. 98. ' • 

'• £tbrfab. ^polatbierecf eined fpb^rifeben 

^ atallelogrammeö i(l felbflvein fpb^ti* 
febeö ^Jarallelogtarara. 

©e»ei«. fep (Sis* 74.) MNM'N' ein frb^rifebe« 
«aranelogramm unb a, b, c, d fepen refp. bie «Pole bet ©el* 
fen MN, M'N*, MN', M'N, »elcbe baö «polarbierecE abcd 
bilben. SBejeiebnet mon bie 2Binfel beö ^araadogtomme« 
MNM'N' furj bureb bie ©ucbflaben Ibrer ©cbeifcl, fo ifl da— 
■„-IN; bc= 7 t— N; alfo, wegen N=N' (§. 95. 3uf.2.), 
aueb da==bc; eben fo folgt auä M=M', baß ac=db; 
^bicrau^ aber nach §. 96, baß abcd ein (pb^rifeb«^ 3JaraHe* 

logranira iß. ^ «sv 

2 u fab 1. ©inb in einem fpbSrIfcben fBlererfe biedia* 
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gonolnjinftl paartt>«ife gleid)» fo f(l bai Siered ein ^aralle*- 
logramm. SDmn i(l N=N*{ M=M'; fo i(l im ^olor* 
tNcrecte ad=bc; ac=db; baffetbe aifo ein ^araOelogramm; 
rnftbin auch fein ^olaroterecf MNM'N' ein ^Parallelogramm. ' . 

3ufaö 2. 3n ein ungleicbfeitigeö fpbdrifcbe« ^oraßelo- , 
gramm, b* b> tn toeicbem ni(bt aSe (Seiten, fonbern nur je 
}toei gleich finb, (il§t fein ^ret^ befcbreiben. 3Denn mdre 
e^ mbgiicb, fo toärbe nach $. 71. 3uf. bad $oIarparaDe(o> 
gramm — ein ungleicbwinHicbe^ — ein in ben ^Jolarfrei# 
eingefcbciebeneä fepn j toa^ nicht möglich ift ß. '95. 3uf. 6.). 

i. • N ' 

§.99. 

8ehtf«0. (Spbitif^t iParatlelogramme dnf 
( gleichen ©runbfeiten unb jtoifchen refp. 
gleichen ©egenfreifen höhen gleichen gld» 
ch e n r a u ra. 

©etoei^. 3ll in ben fphdrifchen ^Parallelogrammen 
(gig.75.) MNM'N' unb mrim'n'bie ©runbfelteM'N'^m'n', 
alfo auch MN=mn, fo i|l ba^ 5Dreied N'M'M==n'm'm; 
unb MNM'=mnm', »eil pe ouf gleichen ©runbfeiten unb 
j»ifchen gleichen ©egenfreifen liegen (§. 78. 3uf. 1.); bähet 
bie (Parallelogramme einanber gleich. 

3ufa0. Uragefehrti hohen fphdrifche ^araOefogromme 
gleiche ©runbfeiten unb gleichen gldcheninhalt, fo liegen pe 
jwifchen gleichen ©egenfreifen. SDenn bann ip baö SDreiecE 
MN'M'=mn'm', alä .^dlften glei(her ©onjeni heibe liegen 
olfo jwifchtn gleichen ©egenfreifen (§. 80. 3«fO* 2>ie @e* 
genfreife nun, |»ifchen benen ba^ ^xtitd MN'M' liegt — 
N'M ald ©runbfeite genommen muPen biefelhen fepn, .. 
I»ifchen benen ba^ gante ^araOelogramra liegt ($. 79. 3uf); 
eben fo hei bem anbern ^araSelograrame mnmV. Mithin 
liegen bie iParaPelogramme t»ifchen gleichen ©egenfreifen. 
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i. 100 . 

€{tt iP«K»nirV9r«mm 

]tt {onflrttiren, t>oii totl^em ciiteSeife unb 
ein !S(nfel degeSen bat einem qu 

ge&enen ^aroUelosramme an f$(4c^enrau* 
me gleich fep. . : 

Ötifiifttttg. ^at gegebene ^araÜefOgrttWtn fei>^ 
MISMN' Ogig. 76.) 5 bie gegebne ^®erte fei) a, ber gegebene 
ffitnlel w. . ©a jcbe^ ?3acttttelogramm bureb «ine ©iagnnafe 
in (»ei kongruente SDreiecfe jeriegt mirb, fo brauest man 
nur ein fol^cö JDreietf ju fonfitniren. SÖtan jlebe aifo bie 
^Diagonale MM'; befcbcetbe bie ©egenf reife be^. ©reiecfe« 
MN'M^ -- eftna’ aig "©tünbteite genommen -*•' nnb 
jic^e nach bem ^BJitteipnnffe C’be^ einm ben lÄäbidfö N'Cj 
fo i(l ber SBinfel M'N'C=|U"(f 75. Shf.'i .«.).* s0?an 
nc^me nun n'm'=a, mache bie SBintä m'n'd’, ’ »i'm c feben 
= iUi fo crgiebf ficb ber Smrd&ilbni« c, um befle* •©egen* • 
^unft mit bem Slabind n'c man eineSi' Ärei# befchreibe. 

3In n' lege man einen ^inlel nuiW«Wr‘befen<®chenf^ 
mn' in m ben Äretö fchneibe. 

Siebt man noch mm'i fo ijl ba« ©reied n'm'm=s 
KM'M. JOerlangte «paranefogramm etgiebt geh nun, 
wenn man bon m auö (4ien SBogen befebreibf^ bj^en SÄaViug 
=n'm, ttttb ber in n ben Äreiö f^heibetj banVi ig 
bad gefuebte ^äräöerogramm. ^ 

5Be»ei^.‘ jt)ag baö SDteied iun'fn'=i^'M^ tiff, mirb 
fo t»ie in §. 85. bemiefen. 2>a^ Uebrige folgt §. 97. 
anb §. Ö5. 'Suf. 2. • - ‘ - ' ^ 

Sttfog. ;^g gaft be^ gegebenen iparagetogrammeö ber 
|5ld<b«nranm bels gefaebtim bfot in Sablen (nach ®raben obet 
ln iBejug auf ba« Ünabrat be« Äugelrabinö ält embrif) 
begimmt j fo berfdbft man »ie §. 85. Die gegebene SabC 
fen P; bag iu fongrnicenbe Dreied mn'm’ ig bann =iPi ’ 
morauö U=Ä— ^P folgt. 
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f 101. ' - , 

iSin fp^lrifc^eä 9)aral(elpdcaram ju 
■ fonftcuicen^ t>on »elc^eni {»ei an etnanPec 
- Uedtn^e 6titen unb ber SUc^enraum gese« 
b<n ftnb. 

Sittflbfung. ©ie gegebenen ©eiten fepen a, b; bec 
glü^enraunj F. !0?an ber)eitbne nncb $. S5. ein ©reicd mit 
ben ©eiten a, b unb bem Si4(6enrauni |P unb berfa^re bann 
tbie im borigen $. 

§. 102 . 

Aufgabe.' }tbei gegebenen ©eiten ba^^ 

grbgte fpHrifcbe iPacaUeiogta'raro^lu ber« 
ieicbttes/ tbcic^e^ bie gegebenen ©eiten {u- 
laffen. v 

Sittfibfnng erglebt ffcb an^ $. 87. 

3nfa|. ©a^ grbgte ^acaSeiogramm liegt, itt einem 
Greife nnb i^ eil) gleicbtbinliicbe^. ü ' 

« r 

• / «,» * 

'■ §.'m ' 

Sebefai.' SBetttt in einem fpb4tif4eit Srapeje 
i»ei ©(ag onalen gejogen »erben, fo finb 
‘ ■ bon ben babuccb erzeugten biet ©re ieden 
.biejenigen j»ei einanber gegenüberiiegen« 
' ben bon giei^em 0l4cbehraume, beren fei» 
• neö bie ©runbfeite be^ Xrapeje^ alö ©ei» 
, ten baft ' ' 

/ • . Se»ei^. ©aö fpb4rif(^e ©rapei ABCD CSi9*77.) bnbe 
CD alö ©runbfeite. ©ie ©egenfreife, {»ifcben benen ti liegt, 
geben, alfo ber eine burcb C, D; ber onbere burcb A, B. 
3iebt man bie ©iagonaien AD, CB, »eicbe in E 0cb fcbnei» 
ben, fo ifl ber gldcbenranm ACD=BCD; baber, nadb 
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Wegna^rae t>e^ ECD, baö SDitiecf AEC 

=BED. ' ... 


§.104. 

2f^rfa§. 3»ei ^£rap«|e ^ahtn gI«U 

(^en gldc^etirauro, wenn, fit jwifc^en refp. 
gleichen @egen{reifen uab' auf gleichen 
©runbfeiteit liegen^ unb wenn bie ben 
©cunbftitftt glgtnübetliegtnbttt ben 6ei» 
te'tt gleich finb. 

©eweid. £itgen bk Sroptift ABCD (gig. 77.)] unb 
'A'B'C'D' (gig. 78.) i»ifc^en gleichen ©tgenfceikn ; pnb i^te ©tü« 

Un CDj CD' finanbet gl«<^ unb au(^ AB=A'B'j fo fInb bie 
Pnrc^ bie IDiagonältn AD , A'D' gebilbeten »Dctietfe paar* 

»tife bero g(d(;^min^atte nad) gleit|^; ndmHi^ ACD=*A'C'D'; 
ABD=A'BD' ( 5 . 78, 3uf. 1.)} ba^er bk Xtaptit POtt 
gleichen gldc^tnln^alte. . 

■ 3nfa$. SBenn jn>ti> bem gldc^tnraume ’nat^ gleiche 
fp^drifi;^; Xrantjt auf, gleichen ©runbfeittn fiegen unb au(^ 
bk ben ©tunbfetten geg^ndbeffte^enben ©eiten ‘einanber gleich 
ffnbi..foJitgtn bk Xrapfjt iwifcbeu gleichen ©egeufreifm. ,i 

Äonfliuftlon rcgclmd^iget ^ölpgone, 

' / ‘ - 

§.105. . : - .• 

Aufgabe, ©in glticbfcbenfUtbe^ ibreied ju 
f onllruicen/ beffen ©ru^nbfeite neb|l bera 
X gegendberliegenben Eintel gegeben ifl. 

' gjuflbfung. Sie ©runbfcite fep a, ber i^c gegenüber* . . 
liegtnbe SBinfet w. SRan fon(lruire eine ©pinbel (gig. 79.) 

CFF'C, btren ?8inftt FCF' = a i|l unb ^albitt fie burc^ 
einen ^auptfcei^ CGC, beffen <Pol D fep. Uro D btfc^reibe 

' ' • . 
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man mit te« Slabiuö «=* Kts— a) fine« bet in' B 
ben iBogen CF fcbncibe} jiebe DB, btt »erldngert auf CP' 
ben ©ur(bfc(>nitf A giebtj — fo i|l ABC ba« »erlangte 
©reietf. 


5»e»*i^. ©a D bet 3Jol »on CGC' iff, fo iß DE~; 


linb |le^f auf CE fenfreebt. ' ©fe tecbtwmflicben ©refecte 
CEB, CEA'flnb emanber gleich (S. MO; babcr AC = BC, 
aT(Ta CAB, ein gleicbfcbenflicbeS ©rji'ecE; ferner i|f AE=EB 
tinb EB = ED — BD = \ti — — a) = 4a j mithin 

AB=a.^ _ 

’ 31 n m etif. iÖte Äufgafie' Iff 'jttefbwtfg, 'benn bni gW^itige 
©rekrf ABC etfftUt blefflben SSeblngungen. i 'Aitb «b«' W® 
flfntmt,-* nienn befannt tjl, ob bie firner 

ober gtJfcc «18 elitXluabiant'fCi^ folteit, : t' • 

' ■ ©et gegebne SSJinf elf mu0 gr6fer o1< We ge» 

gcbehe ®rünbfeite fcpn? ©An- befchrtibt' män um C ofg 


^ol ben ^auptfrei^ DGD', ber in F', F bfe ©c^tffel bec' 
®'pinbtl 'fdynefbef j fo ifl DßO' f^i^echt auf beiben* ^en- 

fejn.,unb ÖF' ^mie DAp>-^^,bgietlp^^ 


DB ; b«he» »F > Aßv' ' ©ei -SBinfel FCF jibetMijl « 
FF'; alfo rau§ w>a fepn» wenn bie ©chenfel be^ gefu(^« 
ten ©reiede^ nicht etwa 0uabranten ftnb. 


s. 106. 

aittfgabe. ®in glcichfchentlfcheg fphürifcheS 
' ' ©reiecf ju fonflcuiren, beffen gli^cntaura 
«rtb ber SBin fei an berSpige gegeben finb. 

9iufl5fung. ©ec gegebene glci^enraum fep =Tj 
bec SSJinfel an ber ©pige =w. SBeicichnet inon bie SBinfel 
an ber ©runbfeite beö gefugten ©reieift^ mit A, B, bie ein» 
Onber gleid; flnb, fo i(l T=A+B + w — 7r=2A-|- w — n\ 
boher A=i^;r + ^T — 4w. ©a alfo oße SCSinfel bed ©ret* 


0 
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tät8 ^(tbur(( gegeben ßnb; fo \i%t f!(b baffelbe nach $.41. 1. i 
lonflrulrfn. 

€ine anbere 9IufT5fung; bie au(^ an bent angefä^rten 
£)rte mit einigen 9)?obificationen ficb antvenben li^t, mag 
jum Ueberftuffe b^et noch folgen. 

^an nehme brei auf etnanber fenlcecble $au)>tfreife 
Cgig. 80.) PQP'Q'» QRQ', PRP'; unb befcbwibe um bie 
©egenpunlfe Q, Q' mit bem Slobiuö =iw ©egenfreife, bie 
in q, q' fleh mit QRQ' fibneiben. Um q, q' al^ ^ole bt» 
febreibe man bie i^auptfreifc PMF , PNP* ; um P befebreibe , 
man mit bem Slabiuö =i(7r4-T— w)=A einen Ärei«, 
bet in L ben um Q befebriebenen febneibe; führe bon Q 
bureb L einen ^auptfreW QLQ'> bet in A unb B bie ©pin» 
bei PMNP febneibe; — fo ifl PAB baö »erlangte »Dttieef. 
aSeaelA Slimmt man Rp=CP, fo ijl pO=RP 

= ^y alfo, ba PRP' unb QCQ' ouf einanbet fenlrecbf flnb 

C§. 11. 3«f* 5.), ifl p bet ipol »on QCQ* ($. 8, guf. 4.2.). 

3ieht man ben ©ogen pq , fo ifl baö rechtminllitbe ©reieef . 
pRq = PCL, »eil Rp = PC (per Cous^.) unb Rq = CL 
olö Äoraplemente t>on Qq, QL; barauö folgt: pq=PL= 
i(7t4-T — w)=A. 2)o p, q bie ^ole bet jCreife QCQ, . 
PMP' ftnb, fo ifl bie ipolentfernung pq bem ©upplemente 
beg SBinfelö QAP', alfo pq=PAB=A = 4(7r+T— w). 

©ben fo führt bie ©leiebheit bet Steierfe pRq' unb PCL auf 
PBAs=4^(rt4-T — w). 

©nblicbfba QR=qM=-^, alfo RN=qQ=$w, mit* 

bin MN=w, unb APB=MN (§. 11. Juf. 6.) ifl; — fo 
ifl bet asinlel APB=aw. ©a4 ©reietf PAB ifl alfo ein 
gleicbfcbtnlliebe^/ beffen fBJinfel an bet' ©pi0e P = w unb 
beffen glücbenraum P + A + B— ?i=w + tC«+T— w) 
.+i(rt + T — w)~nr=T ffl. ^ 

gttfaö. »Der ©ogen mn, bet bon beiben SUebenf reifen 
«ingefchlofftne Xhtil/ M burch ih« SKittelpunfte P» Q gt* 
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• > V 

5e«rtm ^auptfMffe^^ ijl bem gtdc^ienram«e iT gJei<^. ©«m ' 

eg ijl Pn=iC7r4-T— w); unb Qrn=^w, ba^er Pn + 

Qm = + iT ; b. i. i« +mn=i« + iT 5 ba^et mn = 4 T. 

i , 

§. 107. 

Slufgabe. ®(tt regelmdgige^ ?Jo* 

Ipgon )n lonjlruicen 

1) wenn befen ©eitenja^I unb Umfang} 

2) wenn bie Seiten ja^I unb bec gtdcbenraum beffelben ge< 

geben ijl. 

Sluflbfung. ©a jebeg regelmäßige ^ofpgon Pott bem 
SRiUelpunfte beg ein« ober umgefcbriebenen ^reifeg aug in 
fongruente gleicbfeitige ©reiecfe {erlegt werben (ann, bereu 
gemeinfcbnftlicbe @pi$e in jenem COlittelpunfte liegt unb be<' 
ren ©runbfeiten bie ©eiten beg «pofogoneg flnb; fo brauebf 
man nur ein foicbeg ©reieef ju fonflcuiren/ um bag gefüllte 
^olpgon }u finben. 

1) gür bie erjle Slufgobe fep nun n bie 3a^l bec ©ei- 
ten beg q3oIpgoneg unb ber Umfang =V. 

• ©ag $oIpgo^ bejiebt a(fo aug n gleic^fcbenfli^en ©rei« 

V 

eden, jebeg mit bet ©runbfeite = — unb bem SBinfel an bec 
©piße = — 3lac§ §. 105. fonflruire man aifo ein gleich- 

D ✓ ^ , 

V 

fcbenflic^eg ©reied mit bec ©runbfeite — unb bem SBinfel an 
2tc ' 

bec ©piße . SKit einem ©£&tnfei biefeg ©reierfeg aig Sla* 

biug befc^reibe man bann einen ^reig unb trage bie ©runb* 

V 

feite — aig ©e^ne in bemfeiben nmal ein} fo ^at man bag 
geforberte 53oiogon. 

2) gür bie ^weite 9(ufgabe fep wiebec n bie 3abt bec 
©eiten unb bec gldc^enraum beg ^oipgontg =P> fo ift 
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— ber gf^c^ttu'n^alf unb ~ ber SCBInftI an ber ©pi'6« * \ 

n « n • 

- jtben bfr alwc^WenHie^eti ©rcittfe, auö benett bag ^Joljjgon 
btfte^t. 9)?an fonflrutre nac^ §. 106. ein Z>md nnb 
»erfahre bann tvic t)or^er. 

3ttf«Ö. S5on ben befben Siabien (gig. 80.) QL, PL, 
»ticbe |uc Äonflruftion <ine^ fotcfttn SDmtde^ in §. 106. 
gebraucht Werben , ifl ber eine, n^mlttb QL, bem bntben ^en« 
triwinfel/ ber nnbere, PL, bem bolzen ipoIpsonwinM bed 
ju fonfhttirenben «pof^goneö gleicb. 35enn QL ifl =|w 
($. 106.) unb w ifi ber 3 <ntrtwin(e( U€ fpol^gone^. 

»Der SRabiuö PL war borf = 4 ( 7 * + T — w)=A, rgfeteb 
bem ^inlel an ber 0 runbfeUe^ ber in ben g(eicbfcf)ennicben 
»Dreiecfen beä ^olpgone^ bem halben ^otpgonwinfel gleieh 
ijl nach §. 72. 3uf. 


iÖon ten fpl^&rtfc^en 9Zc6en, ,, 

S. 108. 

©rlUrnng. €in fph^rifche^ 92eh tfl ein bie ' 
ganje ^ugef^^che einnehmenbeä ©Oflem bon fphlrifchen ^0* 
Ipgonen C^reieefe nicht au^gefchIoffen)r bie (autec auäwdrtö - 
gehenbe (fontane) SBinfel hoben, unb bie fo {nfammenhein« ■ 
gen, baß febe ©eite eine^ ^olpgone^ @t>te eined 

ongrenjenben ifl. ‘ 

£)ie ©eiten bec ba^ 0leh bifbenben fpofpgone heißen 
an^ bie ©eiten beö Sle^eä; bie fünfte aber, in weichen 
folche ©eiten jufammentrefen, mbgen bie ©ch eitel be^üle« 
he^ genannt werben. 

' X 3ufah. bec ©rfidrung folgt, baß in febem ©chei« 
tet beö Siegel minbeßen^ bcei ©eiten jufammentreffen mdf« 
fen; weit jwei ©eiten aSein, entwebec einen äbeeßumpfen ' 
(fonbe;en), ober iwei SSinfel/ bon benen febec {Wei Siechte^ 
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Bifbm würben, wod Bei 93o(Qdonen mit lauter au<* 
Würt^ SeBtnben €cfen nicBt mBgitcB i(l. 

fSladt ber 3aB( ber in einem ©cBeitel ffcB oereinidenben 
Seiten ift ec ein breifeitigec, nicrfeitigec n. f. eben fo, 
wie bie gisuren be^ SRe^e^.brei*, bierfeitis < u. f. w. fcnn ' 
fbnnen. ' 


5 . 109. 

£eBrfag. febem fpBürif^en SZege if{ bie 
Ber Figuren mit ber 3aB( Ber ©cBei« 
tel jufammengenommtn um }wei gcBger/ 
bie 3<tBl Ber fümmtlicBen ©eiten. 

SSeweiö. <Si fep p bie Ber gigurent p' Bie Ber 
©(Beitel; 1 bie 3aBi Ber ©eiten bed SZeged. 

ifl oifo jtt Beweifen, bag get^ p + p'=l+2 fetj. 
3u bem €nbe fepen bie gidcBenrüume ber giguren beä SZe^eö 

BurtB Fj P", Pp> Bie ©umraen iBrer SBinfel Be* 

jügficB burcB S', S", S'", S?,* unb bie 3aBl ber ©eiten 

eineö {eben bur^ N', N", N'" Np bargegefft; wo, wie 

gtfagt, p> bie 3aB( Ber giguren ig. 3ZacB $. 51. ig nun 
F =S' — (N' 

F' = S" — (N" — 2) ff» 

F"=S'"-(N"'-2)«j 

•pp'= SP — (Np — 2) n; baBec, Wenn man fumrairt 

(P' F + . . . PP) =(S' + S" + .... + Sp) — 
(N'+N"+ . . . . NP) ne + 2p7t 5 

9Zun igF + F + — + Pp ber ÄugelgdcBe gIcicB, aifo = 

4n-, S'+S"4-S"' + 4-Sp ig bie ©umme ager SBinM 

Beö 9ZeBed, weicBe um bie ©cBeitel befelben »ertBeilt liegen. 
JDa b'fe ©umme ber um einen gJunft liegcnben ?SJmlel immer 
=2ne, unb Bie 3<>BI Biefer fünfte biefelBe Bet ©cBeitel, olfo 
=p' ig> fo ig S'+S"+....+Sp=2p'er. €nbli(B ig Bie 
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®amm« K + N" + . ...+Np ba^ SDoppette ber ®ett<nja^l 
1; weil lebe @etle beä D^e^e^ ju }wei iPotpsonen ge^&ri^ bei 
jebetn befonber^ Seid^tt toorben if{; jebe olfo )wetma( bor« 
fommt. ®ubf!ituirt man biefe Slu^bnlcfe in bie obige ©iet« 
4iung^ fo ec^dlt man ' 

4nr=2p'er — 2l7r + 2p7r; 
ober/ wenn mit 2» binibirt wirb: 

2 = p' — 1 + p ; ober 

P + P f= 1 + 2. 

3ufa$. ®a p + p' — 1=2 fepn mag, fo Jbnnen 
p,'^', 1 nic^t jugleic^ ungcabe ^a^ien fepn; aud> {innen 
nid){ }wei berfelben grabe, bie britte ungrabe, mithin nur i 
entwiber alle brei grabe, ober eine grabe unb jwei ungrabe fepn. 

\ 

1. 110. 

2lu5 ber attgemeinen ©ieicftung p+p’ = 14 - 2 ; ober 
p4-p' — 1 — 2=a; ergeben gcft wichtige Folgerungen über 
bie 92ntur ber fpbürifcben 02e$e, ju beren ©ntwicfeiung wir 
folgenb'e ©ieicbung ju ^ülfe nehmen. 

X>it $a^l ber ©reierfe, SSiererfe, Sünfecfe u. f. w. fep 
refp. burcb a, b, c,...} bie 3abl ber breifeitigen , nierfeiti« 

' gen, fünffeifigen u. f. w. ©cbeitei refp. burc^ a', b', c', — 
bcieicbnct. £)ann ifi , 

p=a + b 4-c4-d4-* 
p' = a' + b' c' 4- • • • • » 

Ferner ifl 2l=3a + 4b + 5c + unb auc^ 

21 = 3a + 4b' 4- 5c' H ; 

SDenn ba jebeö IDreied 3, febe^ ißierecf 4, u. f w. ©eiten 
%atf unb a £)reiede, b Slierecfe u. f. w. im Siege gnb ; fo er< 
bült man 3a+4b + 5c+.... ©eiten, wenn lebe bei |ebem 
äloipgone, )U bem f!e gegirt, gejübit wirb. f|ebe fommt 
aber ai^bann {Weimal Por; worauf gcg bie ©leicbung er» 
giebt. €bcn fo bei ben ©cbeiteln. ftnb a' ©cgeitel mit 
3, b' mit 4, c' mit 5 u. f. w. ©eiten; jufaramen affo 3a' 4- 
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4b'-{-5c'<4---. ©eiten, »on benen aber |ebe jtwimal gejault 

Kteil ffe i^rer beiben €nbpunfte oegen, {u {wei ©c^ei«' 
teln ge^brf. 

©ec Sibfflriung »egen feo b+2c+3d + .... burc^ u, 
unb ebenfo b'+2c'+3d' + .... buccb u bejeic^net. 25ann ijl 
21=3p4-uj 

, 21'=3p'+u. 

©urtb biefe 0(eie^ungen (4§t f!cb and bec J^auptglcic^ung 
p 4 - p' — l — 2 = O j 11 auf jweierlei 2lrt eliminiren. ©ie 
J^auptgleicbung nümltcb mit 2 multiplicict unb baju erfi bie' 
cbige: 21 — 3p — u=0 abbirf, giebte 
2p' — 'p — u — 4=Oj 

bann baju bie anbere: 21— 3p'— u'=0 abbirt, giebt; 

2p — p' — u' — 4=0. 

SBir haben a(fo bie 01eicbungen: 

I) p + p'— 1—2=0, • 

l la) 3p — 21 + u =Oj 

ll b) 3p'— 214-u' =0; 
lila) 2p — p' — u' — 4=0; 

Illb) 2p' — p — u — 4=0; 

3n>ei neue 0(eichungen ergeben fleh au^ Ila) unb III b) 
wenn au^ benfelben p; unb au^^Ib) unb lila) wenn p' 
eliminirt wirb. Dlclmlicb, Ulb) mit 3 multiplicirt unb baju 
Ua) abbirt, enblicb mit 2 biuibirt, giebt; 

IVa)3p' — 1 — u — 6=0; 

Slu^ ben anbern beiben ©leichungen folgt; 

IVb)3p— 1— u'— 6=0; 

^an wirb in aSen biefen ©leichungen bie ©pmmetrie be> 
werfen, welche binflchtlich ber p, p' in benfelben (latfpnbef. 
©ie ©oppelgleichungen in II), III), IV) flnb in biefer Siiief- 
flcht alternatit); eine gebt in bie anbere über, wenn p mit p' 
»erwecbfelt wirb; mit ber einen i|l alfo bie anbere gegeben., 
©ie j^auptgleichung l) febrt in fleh felbfl jurüd , wenn man 
P unb p' uertaufcht. ©ieö Wft auf merfwörbige SJejiebun« 
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gen ben Siguren unb ©c^eitdn be^ fp&irifc^en 

3?eöe^ fc^liegen. 

§. 111 . 

©U ©feid&ung 21 = 3a + 4b + 5c +.... jeigf, b«f 
(a + c + e4-...) eine grabe fcpn niug. 

©enn ba 21 eine grabe iH/ fo jjl cö (3a + 4b4- 
5c4-....); »irb ^iet>on bie grabe 3<>&I 2a + 4b-f 4c 4-6<l 
+ 6e + ....) abgewogen, fo l|l ber SXefl; (a+c + e-f-'....) 
eine grabe 

Unb ba p= (a4-c + e+...) + (b + d + f+...) jjl; 
fo i(l (b + d+f+...) grabe ober ungrabe/ je nac^bem p 
e^ (fl. 

©ie ©leicbung 21=3a' + 4b' + 5c'4-.... ergi’ebt eben« 
faDö, ba§ (a'4-c'4-e +---0 tine grabe ^ 
f 4---0 ober grabe, ober ungrabe ifl, tvie p'. ©ieö in 
SBorten auögcbrucff, f)ei§t ; 3n jebcm fpbdn'fcf)cn ülcgc ifl bie 
©umme ber ^olpgone oon ungrabcr ©eitenjabl jlet^ eine 
grabe 3obl> r^cn fo ifl bie ©umme ber ©cbeilel oon nngra« 
ber ©eitenjabl immer eine grabe 3abl. 

2(uÄ ber ©leicbung 3p— 2l + u=0 (II a.) folgt; bag 

2l^3p ifl; baö ndmtic^ flatf, trenn u=0 

b. b* *»«nn ba^ 9lee nur ©rciecfe entbdft. ©ie ©leicbung 
3p — 1— u'— 6 = 0,* jeigt, bag K3p, ober 21<6p ig. 
©g bot «Ifo 21 feine rabglicbcn SKerfbe jtrifcben 3p unb ßp; 
tro 3p fclbg ba^ aKinimum ig. ©ie ©leicbungen II b) unb 

IVa) geben cbenfaBö 2l^3p.'; unb 2K6p'. ©iefcnSren» 

jen gemdg fbnnen für 21 bie ©leicbungen gefegt »erben; 
a)21=3p + x;‘ a) 2l=3p' + x'; 

/?)21=4p4-x; /S*) 21=4p' + x'; 

y) 2l=5p + x; y) 21 = 5p'4-x'; 

IVO X, fo »ie x' pogtire ganje 3obfen, bie ou(^ 9lull, je* 

. 9 * 
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fcocft, ttenigPenö in bcn ©ieic^unflm y, /, Hein« aW p, 
p' pnb. 

3n ben ©letc^ungen a, ß, y falfcn ffc^ biegigurtn unb 
©eittn burcft bie ©cftcittl aufibrdrfen, öerniittelfi bec ©lei* 
c^ungen Hb) unb III a), tvelcbe 

21=3p' + u unb 
2p=p'+u +4 geben, 

Unb eben fo laffen, Pcb in a,ß',y, bie ©eiten unb 
©Reitel buccb bie giguren au^bcüden burc$ bie ©leic^ungen 
2l = 3p + u (II a.); unb 
2p'=p + u+4 (lllb ), 

1) ©iefe ©ubfiittttiott nuf bie ©leicbung (o) ongewonbt, 
uertuanbelt f!e in 

3p' — u'=12 + 2x; 

»elcbe/ wenn für p' unb u' ihre SBerfbe burc^ a', b',c', 

au^gebrücft werben / bie gorm annimmt: 

31) 3a' + 2b'+c' = 12 + 2x + e'4-2r + 3g 

»elcbe für jebeö SReö gültig ijl. ©a bi*r * > ® ^ 

nid)t negatiö fcpn fbnnen; fo folgt, ba§ a', b', c nicht iu» 
gleich 9Jutl fepn fbnnen, b. h- ba§ in tebem 9Iehe brei* 
fdtige, ober »ierfeif ige , ober fünffeitige 
©cheitel fe»)n müffen. ©ec bcmerfenöwerthe Uni^anb, 
bag in biefer ©leichung d' tjerfchwinbet, jeigf, bog bie 
bec fedjöfeitigen ©cheitel ohne ©ingug ouf obige SÄelation 
jwifchen ben übrigen ©cheiteln ig. 

SBirb <iug bec ©leichung a bucch Ha) unb Illb), 1 
unb p' eliniinirt, fo erhült man , 

93) 3a + 2b+c = 124-2x'4-e + 2f+3g + ....-, 
bie, bec ©leichung 91) ganj ühnüch* baffelbe ©cfeh f«r bie 
giguren ouöfpricht. 3ebeö SHeh mug Dceiecfe, SJier* 
erte, ober günfecfe enthalt*en. ©ie 3abl bec ©ech^* 
ecfe hat feinen ©ingug ouf obige ^Sejiehung iwifchtn ben 
übrigen ipolngonen. 

©oö etnfochge 9?eg ig bogjenige, be(fen giguren unb 
©cheitel bie »eniggen, olfo 3, ©eiten h<*ben. ©e$f nion 
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' öifo, bie« *u pnben, in ben ©W^iungen (21) » (25) äuget a 
unb a aOcöUebrige =0, fö man 3a' =12; unb 3a=12; 
oifo a'=4j a=4; baö einfac^fle 0le§ befielt olfo 
au^ 4 2)reietfen unb 4 breifeitigen ©cfteiteln. 

' 3(1 in (21) x=0; fo bfjlebt pe Pcp auf 3?e0e mit lau- 

ter ©reierfen. JDenn aWbann ig In (a) 21=3p; unb nur bet 
loufer JDreiecfen fann bit beppeUe ©eltenjabl baö ©teifacbe 
ber gijurenjabl fepn. 

€ben fo gilt bie ©leicbung (35) ffit SRe^e mit lauter 
breifeitigen ©d)etfeln, wenn x'=0 lg. 

2) 98itb au« ben ©letcbungen (/S) unb (/*'), au« erfleret 
1, p, au« lc§fmt 1, p', burcb (H) unb (III) elitmuirt; fo 
crb^tt man 

g) a'=8 + x + c'4-2d' + 3e 4- 

D) a=8+x'+c4-2d + 3e4-*-"-; 

t>on btnen (€) für SRe&e mit ulet, unb mebrfeitigen giguren 
gilt wenn x nicht O ip. benn ba bie ®leicbung (/J) 21= 
4 p -f- X oorau«gefe§t ttirb r fo fann ba« 3?eö nicht lauter 
IBierede enthalten^ »eil tu bem gatte 21= 4p fenn mugi 
noch meniger fann e« blo« SSierecfe unb ©relecfe enthalten. 
Bie ©leichuug (B) 'gilt au« ähnliche« ©rauben fdr (Rehe 
mit biet» unb mehrfeitigen ©cheiteln. Ba« ctgere Sieh mu§ 
toenigpen« 8 breifeitige ©cheitel; ba« anbere »enigPen« 8 
Breierfe enthalten. 

Ba hi«r »« (^) 

non ben »ierfeitigen giguren unb ©cheiteln, »a« oben non 
ben fech«feitigen beraerft würbe. 

1 3) Bie ©leichungcn (y), (y) enblich geben nach bet 

oben ongebeuteten Elimination; 

E) a' = 20 4-'2x+2b' + 5c' +8d' • • • • 5 

; g) a=20-f2i'4-2b+ 5c + 8d4 ; 

Bit ©leichung (®) för Siehe mit fünf- unb mehrfeitigen gi- 
guren; bie anbern fdt (Rehe mit finf» unb mehrfeittgen 
©dhciteln; bie erpeten Siehe mit wenigpen« 20 breifeitigen 
©cheiteln ; bie anberen mit wenigPen« 20 Breitcfen. . 
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§. 112 . 

SBi'r tDoHm nun «Inige fpecteHere gdtte nd^er 6etmc^f«n, 
bi’e gdUe ndmlic^f wenn ba^ 97e$ lautet £)retc(fe> SieredCf 
ober günfecfe mit breüf ober »ierv ober fjinffeitigen ©c^>ei» 
fein enteilt. 

©e§t man in ben ©teic^ungen (2J), (S), in bec erflen 
x = u, in ber jweiten x'=u', wobei bie Slffgemeingüifigleif 
nicht befcbrdnft wirb, weil bie ©ieichungen (o), («') babutch 
in bie oDgemeinen ' ' . 

2l=3p 4-u Cnb.); unb 2l=3p'+u (Ila.) 
ubergehen — ; fo erhält man bie ©(eichungen 

(A) 3a4-2b'+c'~(e'+2r + 3g' + )=12 + 2b 

+ 4c + 6d + ....; 

(B) 3a + 2b + c — (e -}-2f + 3g + ....) =12+2b' 

-f- 4c 6cl + ■ • • 5 

S5a in (A) lein d', in (B) fein d ifi, fo fSnnen wir 
mit bin borhergenannten gisui^tn unb ©cheiteln noch fech^* 
feitige berbinben. ho^t aifo ba^ 92eh 
ly liuiter JDteiede unb ©echöecfe; unb jwar 
a) in brei' unb fechdfeitigen ©cheiteln. iDann erhält 
man aud (A) 3a'=i2 + 6d; 

aud (B) 3a = 12 + 6d'; ^ ' 

aIfo a' = 44-2d; a = 4 + 2d'; 

©ie 3ahl ber ©reierfe ifl aifo immer um 4 gr6§er, old bie 
hoppelte 3<>hl ber fechdfeitigen ©cheitel; bie 3<th( ber breifei« 
tigen ©cheitel um 4 gr6§er, ald bad ©oppelte ber ©echd» 
idt. 3e nachbcm d, ober d' ober beibe jugteich ißuH ftnb, 
ergiebt ftch bad IHefuItat: ... i 

©in'SReö mit lauter ©reiecfen in breii unb ^ 
fechdfeitigen ©cheiteln, hdt nur 4 breifei« 
tige ©cheitel; * 

ein 92e$ mit lauter breifeitigen ©cheiteln in 
©reiecfen unb ©echdecfen h<tt nur 4©reiecfei 
enbli^ : 
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.(in mit lauter S)rtit(ten in breifeftiien 
&c^eiteltt, ^at nur 4£)r(te(f( nnb 4&dfeitel: 

b) iDie ©rtiecfe nnb ©cd^^ecfe ^dngen In »ier* unlf 
fec^^feitisen ©t^dteln (ufannnen. 

jDann $iebt (A) 2b'=l2 + 6d} 

unb (B) 3a = 12+2b'+6d',- 

btt^fr 3a=24 + 6d +6d'; 

ober a = 8 + 2(d4-d'jj 

Woftt au4 (A) folgt: b'=6 + 3d; 

S)ie 3al^l ber oierfeitigen ©c^eitef if{ a(fo nm 6 gr&ger^ ni^ ' 
baö £)reifac^( ber ©ec^4e^e ; bie SDreieefe aber um 8 grd> 
flttf ali^ ba4 Sopt>e(te ber fecb^feitigen Figuren unb ©cbei* 
tel jufamnten. 

©oll baö 3le§ feine ©e^öeife enthalten, alfo d = 0 
fe»>n, fo ifl a=8+2d'; b'=6, b. b*<iR 92e§ mit lau- 
ter SDreieden in hier« unb feeb^feitigen ©cbei- 
teltt bat Immer nur 6 oierfeitige ©cbeitel. 3lf 
aneb d'=p=0; fo ifl a=8; b' = 6» b. b- tin 3le$ mit 
lauter £)reiccfen in bierfeitiden ©cbeiteln batS 
£>reiede unb 6 ©Reitel. 

c) Daö 3le$ enthalte ©reiede unb ©eeb^ede in fdnf» , 
unb feeb^feitigen ©cbeiteln; fo wirb 

(A) c =12 + 6d; 

(B) 3a:^12+4c' + 6d'} 

. alfOf wenn au^ (A) ber SBertb bon 4c' in (B) fubflituirt 
unb mit 3 bibibirt wirb: 

a = 204-8d + 2d'; 

3fl bitr d=0; fo ifl c'=12; b. b» «« einem Diebe 
bon lauter £)reieden in fünf- unb feeb^feitigen 
©cbeiteln finb immer grabe 12 fänffeitide ©cbei> 
tel. ©eöt man auch d'=0; fo Ifl c = 12; a=20; b. b- 
(in Dieb au^ lauter £>reieden unb fUnffeitisen 
©cbeiteln bat 20'^reiede unb 12'©cbeitel. 

2) X)a4 Dieb beflebe au^ SSieredeQ unb ©eeb^eden unb jwar 

a) in brei* unb feeb^feitisen ©cbeiteln. £>iefer gaO er- 
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giebt ftcb aui (1, b). SBemec^feft man bort bie ©d)citct mit 
ben gigurtn, fo ^af man: b=6+2d'; 

a'=8+2(d + d'); 

3Baö borf (tb) »on ben gfgnren gilt, gilt ffUt t>on bm 

©c^eifeln, unb umgeJeM» affoj 
€in 9?eg mit lauttc IDieredcn unb ©ec^Äerftti 
unb breifeifigtn @<^tit«ln, bat Ütti 6 
Sicrtde; 

ein mit lauter S?ierecfen unb breifeitigen 
©(«eiteltt bat 6 SSierecfc unb 8 ®dbtittl. 

' 3?e$e aui lauter SJierecfen unb ©ec^^ecfen mit lauter 
»ler. unb jitft^feitigen ©cfteiteln flnb nic^t m6g(id>; eben fo 
»enig fönnen Sierecfe unb ©ec^öccfe mit lauter fünf, unb 
fetftöfeitigen ©cfteiteln ein 3?e$ biiben. (Da in ben ©lei. 
cfeungen A unb ß, bort d', ^ier d au^gefc^leffen ifl, fo g*U 
ten bie fo eben auögefprcc^enen ©d^e oncb, »enn bie ©ec^g- 
ecfe unb fec^^feitigen ©c^eitel weggelaffen merben.) Sen« 
m bem erflecen gatte mug 2I==4p4-x fepn, mg nach 
S. 111. 2., »enigflen« 8 »reietfe bebingt. 3n bem jweitett 
gatte ttirb 2l=5p + x borau^gefe|t, »oburc^ rainbeflen« 
20 £)reiecfe bebingt »erben (§. lll. 3.). 

3) paß 3lee enthalte giinfetfe unb ©ecb^etfe unb j»ac 
in brei. unb fcd)öfeitigen ©cbeiteln. 2lucb biefer gaff 
ifl eine Umfcbrung btß in (1. c) abgebanbeften. ®?att 
fege bort ©cbeitel für giguren unb biefe fnr fene, fo ’ 
bat man: 

c?=i24-6d'} 
a' = 20 + 8d' + 2d; 

©aber bie Umfebrungen jener ©d§e : 

in einem ttleße mit lauter ganfecfen nnb 
©ecböeden in breifeitigen ©tbeifeln finb 
flet« 12 giinfede; 

in einem 9leöe mit lauter giinfecten unb brei. 
feitigen ©cbeiteln finb 12günfe(fe unb 20 
©c^eitel. . 
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aucft 6i<r i|f bie «ännö^rae, baf ble gönftrfe «nb 6ecft«* 
tdt fn »iee- unb fec^öfeitigcn ©cfteifcln, ober in ffinf» unb 
feeb^fei'tigen ©c^et'Mn {ufamtnen^^ngen/ unflatt^aft; au<$ toemt 
bie fecb^feitigen 6d)eite[ toeggelafen werben. Denn au^ 
hier bebingen bie jum ©runbe liegenben Sorauöfe^ungen: 
21=4p'+x'; 2l=5p'4-x' bai eincmol mmbeflenö 8, ba^ 
onbere ?9»of wenigflenö 20 breifcitige ©cbeitel (§. 111. 2. 3.). 

©e^t man auch bi« d, d'=0, fo ergiebt ftcb bie Un» 
m5g(id)leit eine^ IRegciJ and lauter §dnfe(fen in lauter bier« 
ober fünffeitigen ©cbeiteln. 


§. 113. 

©rlUrung. 93erwanbte IRe^e b(i§t>> biejenigen 
fpb^rifcbin.lRe^e, »eld)e in ber ©ejiebung |u einanber (le* 
5en, bag bie Figuren unb ©cbeitel beä einen (ihren ©attun« 
gen nnb ihrer- Slnjabl nach) «uf biefelbe SBeife borhanben 
ftnb^ wie umgelehrt bie ©cheitel unb gigtiren be^ aobern. 

, .Dber; wenn ba^ eine IKeh a Dreiecfer b lOieredef c 
Sünfedc f- W. unb a' breifeitige, b' bierfeitige , c fßnffei* 
(ige u. f. w. ©cheitel enthalt $ ba^ anbere92eh aber a'DreU' 
tdtf b' SSierede» c gunfecic u. f. w. unb a brei», b bier»f 
c.funffeitige u. f. w. ©cheitel h<it> fo ßnb biefe Sße$e ber« 
wanbte. 

f. 114. 

I 

£ehcfng> fph^rifche IReh.hat (in bet> 

wanbteö 9Je$. 

©ewei^. gär befonbere gäffe ifi ber ©eweid burch bie 
in ben borigen Paragraphen aufgegeDten Sgebe fchon geführt* 
3lDgemein folgt er auä ben S- HO. unb §. 111. entwicfel* « 
ten aDgemeinen ©leichungen , welche in ^)ug auf bie gigu* 
•ren unb ©cheitel jebeä 92ehc^ einerlei ^ebingungen au^fpre* 
Chen. ndmlich ein 92ch mit gewifen giguren itnb ©chei« 
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tffn möglich , fo (lnl> bamit jene ©Iticftttnflett für biefm SaB 
• burc^gdngig beBimmt 93(rtvec^fe(t man nun bit 6cbn(c( 
mit ben Sigurtnr fo (tbrcn in ben baburc^ erbahenen @(ei< 
dl^ungcn jene nur jurüef/ moburcb bie ©ültigfeit ber bur'c^ 
bie 9Sertved)feIung entftanbenen ©(eitbungen erbeStr au^ ber' 
fid) auf bie ^glie^feit bed baburc^ bejeie^neten 92eged fi^Iie* 
§en (dgt. 

S)ur(b geometrifc^e Betrachtung ergiebt fleh bie Süchtig« 
feit bed 0a|ed (eicht auf fo(genbe SSJeife. 

^an fe$e in febem $o(ngone bed gegebenen SRe^ed ei« 
nen 9>unft unb nerbinbe benfe(ben burch %ogen mit ben ipunf« 
ten ber anliegenben giguren; fo hot man 

1) .ein {weited Sieh mit fo t>ie( ©cheitetnr ald bag ge« 
gebene giguren enthdit. 

£ia nun an jebed mfeitige (ßofngon bed gegebenen 
ftch m anbere ^o(ngone anfchliegen^ fo gehen m Bogen 
»on bem in jenem ipolngone feflgefehten 3)unfte ober ©cheU 
te( aug^ ber a(fo ein mfeitiger ij{. IDaher hot 

2) bad {Weite Sieh eben fo(che ©cheitelf wie ba^ gege« 
bene giguren hot/ in gleicher Sin{ah( unb ©attung. 

(Do enb(ich in jebem mfeitigen ©cheitei be^ gegebenen 
Slehed m giguren befetben {ufommenjlogen unb aud jeber 
>on bem barin fejlgefehten jßunfte ein Bogen nach ben an« 
grenjenben geht; fo wirb ein folcher ©cheitel »on einem 
mfeitigen ipo(ogone bed {weiten Slehed eingefchloffen. SRit« 
hin entfpricht jebem mfeitigen ©cheitel bed gegebenen ein 
mfeitiged SJoIogon, bed {weiten Sleheö. SDaher enthdlt 

3) bad {Weite Sieh eben fo(che giguren/ Wie ba^ erjle 
5)o(pgone/ in gleicher 3ln{ahl unb ©attung. 

.^ieraud folgt aber/ bag bod {weite Sieh ein uerwanbte^ 
bed erflen ijl. 

, 'Sufoh- 9lth hot mehr er e »erwanbte Siehe, 

bie fleh unter einanber burch bie ©rbge ber SSinfel unb ©ei» - 
ten ihrer giguren unterfcheiben. £)enn bie £age ber in oor» • 
(lehcnbcm Beweife gefehten gjunfte/ welche bie ©cheitel eined 
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otrmonbten abgebtn, ifl im ^IDgemn'tun beriebig, ba« 

b<r bte SBinfd unb 6(iten bed babon abbüngigen tRege# 
»trdnberlicb. 

§. 115 . 

^rHdrung. &'n regelmdgigeä bd^je< 

nigf/ in melcbem fomobl aUt gigurtn rfgelmd0ig unb bon 
einerlei ©attung ftnb, alä and) bie @cbeite(. 

©in regelradgiger ©cbeitel if? ndmlid) berjenige, ber, 
tbie baä regeimdgige ^olbgon^ gleiche Eintet unb gleiche 
©eiten b«t. 

• §. 116 . 

Sebrfttb. SBenn ein 9ieb auö reget» " 

mdgigen ipolngonen einer unb berfelben 
©attung begebe foi fl eö ein regelmdgige^. 

■ ^etbei^. ©inb bie ipotngone eine^ Sge^e^ aOt reget» 
ntdgig , fo gnb oOe ©eiten be^ lT2e$eä unter gcb gicitb f meit 
jebeä ißolpgon mit jebem angrenjenben eine ©eite gemein but. 
Stucb gnb bie SBinfet aDer ipolpgone einanber glei^; benn 
jebe^ regelmdgige $ott>gon wirb burcb bie bon bem 3)7ittet> 
puntte beffetben na^ ben ©cfen gezogenen ^bgen in gteicb* 
fcbenflicbe £)reiecfc jertegt, melcbe in atten^ipolbgonen be^ 
gteicbc ©runbfeitenf gteicbe Sßintet an ber ©pi^e 

unb gteicbgrtige ©cbenfet (ndmticb <^) «tfo 

einanber gleich gnb ($. 105.). 3(u^ ber ©teicbbcit ber 9Bin» 
tel an ben ©runbfeiten aDer biefer ©reiecfe, folgt bieSleicb» 
.beit ber ^ntet alter ißolngone beä Sle$e^, bon benen jene 
5!BinfeI .^dlften gnb. 

©a beranad) alle ©eiten , fo toie aOe SBinfet be^ Ütege^ 
’gtel^ pnb, fo ßnb alle ©cbeitel beffetben regelmdgige unb — 

' »eil bie SEBinfel um jeben ©(beitet hier Siechte betragen — 
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t ' ^ 

aa<f> Don einerlei 0attnns. > IDa^ec tf{ b(ti IRe^ ein rede!« 
mdgigc^. o 


i 117. 

2e^rfaö. 0nfMlt ein fpl^drifc^eö 9?e§ lauter i 
regefliidgige @cf>eitel »on einer unb ber* 
felben @at tu ng/ fo ig e^einregelmdgige^. 

55cn>fiö. »Da jebe ©eite beiS 3Jc§e^ ju j»ei ©Reiteln 
ge^6|;t» fo ifl bur(^ bte SHegelmdgigfeit ber ©d^eitel jugleic^ 
bie ©leic^l^it aller ©eiten be^ IRegeä bebingt. Unb ba aUt 
©ebeitel ber Diegelmdgigfeit wegen gleich Diele unb gleiche 
Sßinlel ^aben» beren ©ummen bei jebem ©c^eitel ber ©umtne ' 
Don Dier IKecbten gleich ig;' fo ifl llar» bag auc^ ade SBin< 
fei beö 9le|eö unter gleich gnb. ^ot'nun baö 9?e§ 
lauter gleiche ©eiten unb gleiche SBinfel, fo ^nb alle $olp* 
'gone beffelben regelmdgige unb auch Don einerlei ©attung» 
b. h* Don gleichDiel ©eiten, weil ge ber iberdB gleiten ©ei« 
ten unb SBinfel wegen geh beefen fbnnen. J^ierau^ aber 
folgt bie SXegelmdgigfeit für ba^ ganje SReh. 

■ §: 118. 

Eehrfah. £>ie SRittelpunf te ber ipolpgone ei< 
neä regelmdgigen 92ege^ bilben wieber ein 
regelmdgige Dleh» bae fenem Derwanbt ig. 

SSeweie. lOon bem 5Q?ittelpunfte M (§ig, 81.) eince 
^olpgonee bee regelmdgigen jiehe man nad) ben 9)2it« 
telpnnften N, O, u. f. W. ber ongrenjenben igelhgone 95o» 
gen, MN, MO, u. f. w. ©e gnb nun 

1) biefe S5ogen MN, MO, — einanber gleich. 

^ »Denn ba bie ipofpgone cinee regelmdgigen SRthee unter 
geh fongruent gnb, fo gnb bie JRabien MB, NB; OB,.... 
ber um biefelben befchriebenen greife einanber gleid). S^a ' 
ferner bie SBinfel x, y, z, u einanber gleich gnb (weil ber 
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9 {abiuö umdefc^riebtnen $retfe^ {eben Sßinfel be^ $ 0 ( 9 » 
goneö boIbirO» fo iff ber ©infei NBM=MBO; niitbin bie 
Dreietfe NBIVl unb MBO'elnonbec gltid); babtr MN=MO, 
SSerbinbet man fo ben ©ittelpunft jebed anbem ^olpgoneä 
mit benen ber anliegenbenf fo f!nb aOe bitfe SSerbinbung^« 
bogen, toie MN, MO unter ftcb gleich, e^ flnb bic 
t)on einem ipunfte, wie M, auägebenben Ißogen unter fleh 
gleich unb jeber ^ogen gebbrt )u jwei ©ittelpunften. Sta- 
ber b«t ba^ burch biefe l&ogen gebilbete jweite 9}eh lauter 
gleiche ©eiten. 

2) !Die ©infei, wie NMO, welche um leben SOlittel* 
punft, wie M, h«^un; liegen, ftnb unter ftch gleich. £>enn 
in bem gleichfchenfli(hen ©reieefe NBM ber ©infcl an 
ber ©pige B hulbirt; baher flehen MN unb BA auf einan» 
ber fenfrecht unb in bem gleichfchenflichen ©reieefe AMB ifl 
be^hulb ber ©infei an ber ©pige M ebenfaS^ hulbirt. 
ijl alfo n=m; unb ba m=0 ifl, wegen ©leichhcit ber 
©reieefe NBM unb BMO, fo ifl n=0; baher ber ©infei 
KMO bem Stutriwinfel AMB gleich, ©affelbe gilt t>on 
ben übrigen um M liegenben ©in:e(n, bie alfo einanber 
gleich ^nb, Weil bie 3<utriwinfel bc^ fPolpgonö ABC.... 
gleich groß ßnb. ©a aBe fPolpgone be^ gegebenen 9leh«J 
einerlei 3<utriwinfel hüben, fo ßnb alle ©infei um bie ^it* 
tetpunfte ber fpolpgone beffelben einanber gleich. iDa^ jweite 
3le^ huf ulfo gleiche ©infei unb gleiche ©eiten, worauf 
Wie oben bie 9legelmdgigfeit beffelben ergiebt. ©ag eä bem 
gegebenen^ auch Perwanbt fep, folgt bur^ bie in bem jwei* ' 
ten S5eweife beö §. 114. gemachten ©chlüffe. 

^nmeif. Unter ben »erwanbten Bleien, welche nach §. 114. 
3uf. auch iu jebem regelmäßigen Ble|e gehören, fann bag regele 
mäßige, fdjlechthin ba6 »erwanbte 9le| begelben heißen j wo= 
bei alfo ber SSegtiff ber SJerwanbtfchaft im enggen @inne genom=f 
men wirb. 


I 


* 
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§. 119. 

2,e^rfag. <£4 fSnnen nur fünf regelmäßige 
Siege m6glic^ fepn; ndmiie^: 

1) ein Sieg mit 4 IDreieden unb 4 breifeiti« 
' gen @c^>eiteln; 

2) mit 8 ©reieefen nnb 6 eierfeifigen ©egei» 


teln; 

3) mit 20 SDreieden unb 12 fßnffeitigen 
teln; 

4) mit 6 5ßiereden*unb 8 breifeitigen ©(^ei* 
tefn; 

5) mit 12 Sdnfeefen unb 20 breifeitigen ©c^ ei< 
teln. 

95e»eiÄ. Sa fowo^I bie giguren, aig bie ©cfieitel 
eincg regelmdßigen Siegel non gieicber ©attung fepn müffen 
(§. 115.) f utib ba fein Sieg ebne bret», nier*, ober fiinffei» 
tige gtguren unb ©cbeitel möglich i(l C§- 111.); fo fann ein 
regcimdßigeg Sieg nur auä Sreieefeu; SSiereden ober günf* 
eefen beßegen, bie in Arei», bier= ober funffeitigen ©chei» 
teln jufamraenbdngen. ßnb aber ferner unmöglich : Siege 
mit lauter SSiereefen unb lauter bier> ober funffeitigen ©chei« 
teln, fo »ie Siege mit laufet gunfeden unb bier» ober fünf» 
feitigen ©cheiteln (§. 112.). Saher bleiben nur noch bie 
fünf im Sehrfage genannten Siege übrig , benen bie bort be« 
jeichneten giguren unb ©Reitel nach §. 112. jufommen. 

Sufag 1. Siehmen mir bie 95uchßaben a, b, c, a', b', c, 
in berfelben ©ebeufung, »ie früher (§. 110—112.)/ fo laßen 
ßch bie fünf regelmügigen Siege bejeichnen bureg: ■ 


/4a\. /8a \. r^h\, /^12c> 

V4 a7 ’ V6 b7 ’ ^12 c' 7 ’ V^8 a'7 ' ' \^20 a'J' 


^ iOie »egen S3er»anbffchaft {ufammengehörigen Siege ßnb:'^ 
bog i»etfe unb baö nierte; bag brifte unb bag fünfte. Sag 
erße hat ßch felbß jum t>er»anbten. 

3ufag 2. Sa bag erße/ nierte unb fünfte Sieg brei* 


/ 


% 
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ftttt'se unb bic QBinfel um (eben ittfanrnun 

4 Üiec^te bttrasen, .fo ift, tvenn A ben ^ol^gonwinfel bec , 
giguren beö bfificbnel, in biefen SRegeh 3A=2 ;tj 

bobec A=in. 3n btra i»eifen 32eöf ^|b') '1^ 4A=2n:; 

ftifo A=45 t. 3n bem bt^^^^n^l2^)‘^* 5A=2re; aifo A=|7r. 

3ufa§ 3. ©ie 3fnfri»infel btrftlben ^Jofpgone >- f?e 
fctjttt burcb C bejeicbnef — haben mit ben ^Jofogonwinfeln 
bec t>ern>anbten SRe$e einerlei ^ertht/ wie f!ch ecgiebtr wenn 
man {ebe4 ^of^gon Don feinem SRittelpunfte au^ in gleich«, 
fcbenfliche 2)reie(fe jertegf. 3« ben ©reiecfen beö ecjlen, 
jweieen unb britten D^e^ed ifl ndmiich 3C = 27c; baher 
C=in; in bera feierten i|l 40=2«; C = ^«; inbemfunf» 
ten ifl 50=2«; C=|«. 

aifo 1(1 im Idm 3)e#( jc=|3 J » 2‘<" |c=|3 i 

3«n Je =13 > i« ‘•t« je =f»| i “ 5«" {o = !”!• 

3tnmerf. 2)ie 9B6gli(bfeit ber bi« aufgeffibrten fünf reget 
miJffgen Slefte jeigt folgenbe 2Cufgabe, 

»t 

§. 120 . 

i 

Slufgabe. S)ie im feocigen §. bejei^nefen fünf 
. cege(mü§igen iRege ju fonfteui ren. 

Sluflbfung. €ö fommt junüchff barauf on, eine^ 
bec ipolfegone ju feerjeichnend au^ benen baä ;u fonffruirenbe 
IReh bejteht. £)a bie 3ab( ber regetmÜgigen giguren/ welche 
bog 9Je§ hüben; bie 3oht ber Seiten feber gigur unb bec 
3nhalt ber Äugeipüche (=4«) befonnt i(l; fo la§t Reh nach 
§. 107. bag gefuchte ^ol^gon aug feinem gldchcnroura unb 
feiner ©eiteniohl fonfiruiren. 

^at man bieg gefunben/ fo ij! noch }U {eigen/ baß bic 
ÄugeIRdche fich wirtlich in, bic angegebene Slnjahl fotchcr gi« 
guren {erlegen IdRt. 
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SSirb ber glit^enraum btd einjelntn ^ofQgontd nit( T, 
bi'e 0etfen}a^( mit S bejei<^ntt/ fo f^r boä ec^e 

T=^n', N = 3j fÜc'ba« jwelfe 3?e§ (eb') 
T=i«; S=3; für ba« briffr ...T=|7r; S=3; 

für ba^ biert« T==f;rj S=4} für baö fünfte 

(«')....T=i;iiS=5, ■ 

■ o^ne bie oben (§. 107.) ongegebenc Äonflruftiow ju 
mifberboUn f nehmen wir an, biefe ißoipgone fepcn berieich« 
net;.tbenben unä baber fogleicb ju bem jtbeiten Xbtüe ber 
Siuflbfung. 

1) gür bttg erfle SRcl (Ij). 

ftp. (S'3- 82 .) abc eftt gleicbfeitigeö Sretecf, beffen 
glüebenraum =n, beffen ® infei oifo feber =|7t finb. 5Bon 
bem 0)fitteIpunfte e be3 umgefcbriebenen jiebe man 

bie giabien ea, eb, ec, tbelfbe unter ftcb fliticb flnb unb 
bie aBinfel be3 DreierfeÄ b<»Ibiren ; berlüngere pe über a, b, c 
bi3 jn ihrem jmeitcn ©urcbfcbnitte in d, bem ©egenpunfte 
bon e; — fo hüben bie baburüb entflanbenen S)reiccfe abd, 

acd, bcd mit abc ba3 erffe regelmüßige lRe$ (tl)- 

^etbeiä. ^egen be^ hoibirenben 3labiu3 ^a if! ber 
ffitnfel eab = i7r; hoher beffen SJJebentbinfel bad=^|7r. Suö 
gleichem ©runbe ifl ber SBinfel abd = f TT. ©o3 iDreiecf abd 
fonn fich olfo mit bem ©reieefe abc beden, wenn man ab 
beö erfferen auf bc bc3 leiteten legt, meil bie an heiben 
0eiten liegenben SBinfel gleich finb. if! alfo auch 
ein regelmügigeiJ ©reiedf beffen glüihenraum =n ifl. 

^ ©a biefelhen ©chlüffe für bie heiben anbern ©reieefe 

^ 4 acd, bcd gelten; fo ifl bie Siichttgfeif ber iSehauptung flar. 

2) S«c ba^ jweife 3le§ (^bO' 

^an nehme (gigur 83.) brei auf einanber fenfrechte 
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J^onptfrdfe: abcd, aecf, bedfj fo 6iften biefe bad regefml' 

'» »<?'(! J.)- - , ■ 

2>a. bie ^aupffmfe ««f «mtfobtr fenfK^t 
({cben^ fo fmb bie £)ut(^fcbnj(te a, c bie $el< oon bedf'; 
b, d bie $o(e ijon aecf; unb e, f bt< ^o(e t>on abcd. j^ie 
@(it<n ber gebilbeftn ad)t lOreiecle finb alfo üuabranten» oOe 
SBinfel rechte; baber aDe SDreiecfe rese{tnil§i 9 unb etnanbec 
fongruent. 5Die ©cbeifel a, b, c, d, fe, f entfprecheti eben» 
faKd ber S3ebinguns; baber auch ba^ ganje 

3) gur ba« britte «Reh, Qc')* 

(Ei feb Cgig. 84.) ba^©reiecf abc ettt -glelchfeitige< unb 
fein gliSchenrauni =t^> jebec SBinfel oifo =|nr. Um ben 
$unft a a(d gemeinfchaft(iche 0pihe trage man noch biet 
fofthe- Qreiecfe acd, ade, aef, afb; fonffruire um a', ben 
©egenpmiff t»on a, bie ©egenbreierfe Jener fönfe; aVf afi 
©egenbreiecf bon aef ; a e'd' alb ©egenbreied ’bon acd, u. f; tb. ; 
liehe bon b nach bon c nach e, bon d nach f u. f. ». 
5&ogen bd', ce', df, eb', fc; enbfich in ben baburch enfftan» 
benen fänf S5ierecfen bie Sfogonafen be', cf, db' u. f. 
tboburi^ 'Jene SSierecft in |ehn ©reiecfe jerfaDen» — fo h<»t 

man bab regelradgige IRch («:■> 

i5<n>eib. Dag geh um a htrum Jene fünf Dretede 
berjeichnett (affen/ folgt' baraub/ bag Jtber SBinlef =|nr,,btt 
Gunune günf fotcher 9ßtn(e( alfo =2/r ig. Die um a' herum 
liegehben finf Dreiecfe gnb Jenen aib ©egenbreieefe gleich/ 
alfo ebenfaOb regelradgige nnb ber gidchenranm eineb Jeben 
s='tnr, Jebet SCBinlel . €b ig oIfo noch |u jeigen, bag 
bon ben^ijehn in ber SRitte (tegenben Jebeb biefelben ©tgen« 
fchaften habe. ' 

Die Gcheitel b, c, d, e, f hoben bon a gleiche ^©ntfer» . 
nnng (=ab); baher liegen ge auf bet gJe'riphtri« eineb 3ie» 
benireifeb/ begen aRittelpunlt a, hegen SRabiub »=abig. Die 

10 
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b', c', e', f aW t«*»«’ } 

ber Verip^erie b«ö ®«9«nJreife^. 2>ai' {Bitwcf 'cfexb (|l boiif^ • 
^er <in fp^irifc^e^ fParaOtlpgramtn ^ n>ei( |töc{ (inanber ge« 
gettdbcriiegenbe @eiten befelbenf dV sub bc, in 0egenfreU 
Ten liegen unb einanber gleich finb. Z>urc^ bie >Diagoit<im 
be’ »irb dfo ba^. ^^ataOelogromm d'e'bc in bie ' gleiten 
Sreiecfe d'be'« bec jerlegt 9(tt^ giek^en ®cänben ergiebt 
ficb t ba§ nu^ b«^ Sieteef eTbc ein ^arbOeiogramni unb 
bn< ©reiccf bce=eTc i|t. ^(^iießt'ntnn fo tt>ei(et nuf bie 
foigenben S3ierede> f» i^Rbet fkbt bag bie jegn in ber SRiäe 
liegtnben ^ceiede gleichen SUIcbenrnum ^aben. £)a nnn bie 
@untnie bet fünf obem unb ber fänf untern SDreiede =2rr 
ig, fo negiuen aneb. bie in bet SBitte iiegenben iOrcii,e^e bie 
gg(bc $uge(f[i(be ein;'' ber ’gUebenraum ttne€ jeben ig 
4l(b =1«:. ^ 

, 9}etlüngert man bie @eite aV über e' bi^ a, nw 
bk €eite ae atö gortfebung beifeiben 0ogen^ anfebiiegt 
ft»<K ber J^auptfrei^ bureb a> e aueb bureb bie ®egcnpnntte 
a, e gebt); fp wirb ber SBinfei bac babureb boUtirt. iDenn 
ig 9Binfe( e'ab + baf+iaess^e'np+pad-f-daecan:; unb 
baf, fae^cad, daet, habet e'ab = e'ac. ^ie ^reiecfe eab 
«ac gub aifo einanber gleiche weil (Wei ©eiten unb ber ein« 
gefcblolfene SBinfel iti beiben gleich gnb (ab=ac; ae'=ae'; 
e'ab=e'ac). 9)on beut $8tcrt(fe abe'c ig alfo baü freuet 
e'ca bie Jb^Ifte; unb b« ber gtdebenranm bce'=fer=abc 
ifl, fo hoben bie iDreiecfe e'ca, e'cb gkicben gii^enraam. 

S>a ge überbie^ gemeinfebaftiitbe Srnnbfeite e'c bohew« f» 
gegen ge {wifebett einerlei @egenfreifen. Su^' bmfel^ 
@ranbt mügen aueb bie «Dreietfe e'bc, e'ba' imtfeben .einerlei - 
0egenfmfen liegen, ©inb aber bie ^iten be^ IBkredeg 
abe'c paaroeife ©ebnen je jweier ©egenfreife^ fo ig H4 
IBiered ein Parallelogramm > ba^ bureb bie iDiagonale bc iit 
{wei, ;ta^ ©eiten unb 9Binfeln gleiche S>reit(fe {erlegt o^rb^ 
iDreiecE bce' tg alfo ebenfaH;^ ein regelmd§^’ge^ unb je» 
bet aBinfel begelben =s|nr. 
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' SD(m iDtdecfe bce fTnb nun bie anltesenbt» bd V bnb 
,ceT, büfen bie fol§*nbot o. f. ». 0Jeicbf al$iS}Hfttn wa 
fJaraBdodroramen ; mtt^tn attcb i<bed btr is ber BSttfe 
Ikgtnbtn je^n S^rtiecfe ein rtdelmdgigeä , btm iDcciccfe abe 
fonsnienfe^ JDrderf. 2lBe !£Binfe( beö 02eBeB fitib ^inr, inft* 
^in outb bie ©4><itc{ a, b, c, d, e, f, a', b', c', dV e', f, 
regelmigig. ‘ 

4) Sdc bei »ietfe ^ 

< a)?an nc^me brei auf einanber ftnfrec^be^eeifC'<8ig..830f 

tBeicfte bad jtteiff regtlmdgige 3?e§ ^6^ bifbeni fe$e bie 

ÜJ^ittefpbnfte biefec ac^t regeimdgigen IDreiecfe unb «erbinbe 
burc^ Sog$n (eben mit ben bet anliegcnben £)ceiecEc} fo bi(* 

bto bicfe’SBogen bad regelmdifige 9?t| (ga')- 

^eweid ergiebt ficb and bem Q^eweife für bad Jtorite 
unb and §. 118. ^ 

' 5) gfir bad fünfte 0?eg 


N'ed fünfte regeimdgige bad »enoänbte bed brit< 
fen ig (§. 119. 3uf. 1.); fo nehme man in gigut 84. bie: 
^itteipnnfte 'aller 2>reie^e fened 92e$ed unb uerbinbe febeR 
bureh Ibogen mit benen bet anliegenben S>reicefe> fo erhüit 
man nach §• 118. bad fünfte 9?t$. 

UnabhÜngig oon bem brUten 92ehe lügt ed geh auf foi* 
genbe 9lrt oerieichnen. 

' €d fen (gig. 85.) abede ein regelmdgiged günfeef, bef» 
fen gldchenraum ==in, jeber ^infei =i7t tg. 3}on bem 
COkittelpunlte p bed um bagelbe befchriebenen ^reifed jiebe 
man bie Slabien pa, pb, pc, pd,.pe unb oerldngerc (ie tefp. 
bid f, g, b, i, k, fo bag lebe bet SSerldngerungen af, bg, 
tt. f. to. einer @eite (ab) bed günfeded gleich ig: (ege an 
Jeben ber ?>un(te f, g, h, — jmei SBinfel, afh', all'; bgi',, 
bgk' u.,f. m.r leben =in, tooburch man eine Sieihe bon 
fünf günfufen erhdit/’ pon benen |ebed eine @eite bed m* 


it 
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(er(!ett ^nfecfe^ abcde juc ©runbfeife unb }tic ©p{|e (inen 
ber fünfte fS g. h', i', k' hierauf neunte v man in 
a, b'-, c, d'i e'- bie Segenpunfte bon a, b, c, d, e, tbcic^c , 
bai ©egenffinftrf a bVd'e geben, unb berbinbe bie (5cfen bef* 
felben mit ben oberflen ©pi^en bet hörigen fünf Sunfeefe 
burc^ >bie' IBÖ'ge'n a'f, b'gVc'h', d'i', e'k'j — fo bat rann 
baö berlongtc iHeb. 

SB e tb c i fallt in bie 2lugen , bag bie giinfede 

ber untern Sleibc abgi^ afh'ke, fongruent finb mit 

bem unterflen Si^nfeefe abcde; baber ijl nur }u ermeifen, bag 
auch ben .gunfeefen ber obern SSeibe c'd'i'fb', c'h'kg'b',;.... 
biefe €|gcnfcbaft jufommt. ' 

JDie ^Junftc f, g, h, i, k haben alle glci(be Entfernung 
bon p, liegen oifo in einem 9?ebcnfreife, beffen SDjittelpunlt p 
unb beffen SKabiud =pf iff. Slucb bie spunfte f, g', b', i', k' 
haben einerlei Entfernung bon p. SDenn bie IBogen pi', ph' 
pnb einanber gleich, n>cil bie Sreieefe pfh', pfi' wegen ©leich* 
heit |»eiec ©eiten unb be^ eingefchloffenen SBinfelö glei^ 
fjnb; eben fo folgt bie ©leichheit ber übrigen, pg, pf, pk'. 

Daher liegen f, g'; h‘, i'j k' in einem Ärtife, beffen SKit» 
telpunft' p, beffen SÄabiud =pi* ig. Eö ig ober pi' bad 
Supplement bon pf; benn in bem Dreiecfe pfi' ig ber Sfflin* 
fei p£hÄ=i?r; ber SBinfel pi'f=r^7r; »eil bie ©reietfe pfi', 
pgi' »egen ©leichheit jweier ©eiten unb be« tingefthlogenen 
SBinfetö gleich, alfo ber 9Binfel pi'f=pi'g=ifi'g ig. Die 
©umme pfi'+pi'f ig alfo —n, baher auch pf+pf=^ 
unb pi'=3jt— pf. Der Äreid alfo, in welchem bie «punfte 
f, g', h', i', k' liegen, ig ber ©egenfreiö beö burch f, g, h, i,H 
gthenben. 3ene ipunfte f, g',.... gnb aber auch bie ©egen» 

punfte ber le|tern f, g Denn berlüngert man ben Sbo» 

gen paf über f, fo geht er burch a', ben ©egenpunft bon a; 
»erlüngert man ihn rücfwürtf über p, fo geht er, wie leicht 
in bie aiugen füfft, fenfrecht burch ®I‘tte ber ©mnbfeiten 
de be« regelmdgigen günfeefe« dchfi unb bähet auch burch 
bie ©pi§e f begelben. Die ?Junfte A f gnb alfb Durch* 
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ritud j^«8i»ittre{fe# mt( {tot! ^senfrcifttt/ tmb jwar 
^k auf ent^tgtngcff^ten Skitra (ec Stagd fk^enben ; ba^er 
^nb fle 0 ( 9 (npunft(. ^uf gTtic^e Sßdfe er^eOt^ ba0 g unb 
g'j h tt'Bb h', M. f. ». ©fg'mptinftej Weraud «ler, bof bie 
gÄufrrff b«t ober« JXelb« cMTfli', c'h'kg'b' tt. f. ». @e§fitJ 
fSafMlt ber u«f«m tdiPh, chk'gb a. f. »./ atfo cbenfafff 
re^elmjlfider bieftn foilgruenU 8ie0efmd» 

flgfeit btt 20 brei’feitigtn ©cbeittl fbotfaOd bierau#, 
aab fontk <|l bie Slicbfigftif bet ÄoafftuMe« twfefen. 

' • Tfantetf. 533ie bab ?>ol 93 on bet ©uttbfcbnftt bet 

ÄU 9 flfli!d)t mft efnem f6rp«l{<b«n ®inlel Ifl, bfffen 0<befW fn 
bem 9Rirt<(punfte t>et Äugel liegt; fe fteben autb bfe fpb4tifd)en 
Siebe in 4bnli(bet Sesiebung jn Jben oon lautet (Sbnen begeenjtea 
Ä6cpetn, ju ben ^olpebetn. 

2)tnft man ficb nJmlicb »ou bem SSitttlpanfte bet Äu« 
gel stabe Siniett nac^'aOen ©cbeiteln efneS fpbirtfcben Sit$ei 
^tosett, bU bdUbig Per(<tnger( werben , unb febe 0ruppe 
blefer Linien, bie ja einem ?)oip 9 one beS 0le§eS sebärf, 
tarc^ eine €bne gcf^niden; fo bilbea biefe €bnen ein $o« 
Ipebet; beffttt 8I^cb«»e Äanten (arrets> unb €rfen ben g{. 
guten f ©eiten unb ©ebeitein beS SltöeS bet SInjabi unb 
©ottung nach genau entfprecben. ®ut(b bie ©bnen ft jweiet 
ienet graben £inien wirb baS ^olpeber in f6rper(itbe SBinfel 
ietlegtr beren 2)ttr(bf<bnitte mit bet ^ugelfidtbe bie gigurea 
beS Dlcbeg finb> 3u einem unb bemfeiben Siebe gebbrea 
un|4bUge ‘£3oloeber^ tpeil bie/ bie ©ruppen tmet Pertln« 
gerten £Habien begrenienben ©bnen un}4b(ige £agen haben 
finnen. 

Uragefebrt I4§t ^tb ja jebem $o(peber ein ^b^tiflbci 
^eb fon^ruiren/ wenn man non einem innerhalb beffelbea 
beliebig genommenen fünfte nach aOen ©tfen grabe £im'en 
ge{ogen/ unb biefe burcb^eine ^uge(|l4ebe/ beren SSlitteipunft 
bet gemeinfcbaftlitbe SiuSgangSpunft ienet Sinien ifl, gefcbnit* 
(en benft. £>ie ^urcbfcbnitt^unfte geben bie ©i^eitei eincS 
b<a bem ^oipebtt entfpritbt Z)a bie £age beS in> 

11 
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Jtt ne^men^m f saftet' h^Ui .Hfyf 
fo taffen ßi6 in itlfttn 09l9t^er.uttii^tiße fp^itifif 8Je6t 
D(c|et($aen. , ..r) 

£<91 m«ti alfo t<n o6en geSratf^tMi p* pV 

1, a, b, a', b' u. f. w. W< fltffpfec^ben ©rffen be< ^o»> 
l9<b<rö unter , ,fo ergeftea flc^ biefrlbm itttereflTanfett :^»9<iu . 
fc^afteu an btefen ^^rpern^ bie am 9l<|e gefnnben würben, 
©er 95ert»anbtfcbaft-bec 9Ze^e entfprfeftt bie 93erwanbffc^aft 
ber ^ofpeber, ber Svcgelradgigfeit |ener bie SiegcfmdgigNt 
bjefer; bie ©dgc’s. 116., 117., 118. laffen fic§ fojl wirtlich ' 
guf bie genannten ^prper uberftaat». . n,., ■ 
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(öetbeffctungen» 

@tlte 3. 3dU 10. e. o. flatt: unb MB Itfe man: unb MB. 


9. 

9. #. 0 . 

9 

<£ 6 nt (. m.; COntn. 

9. 

’ 21 . », 0 . 

* 

66 n (0 1 . m. : Gbn«. 

11 . 

12 . t>. 0. 

9 

}u I. m. : in. 

19. 

6u.7. »• 0 . 

9 

d t. m.: d". 

22. 

7. 0 . 0 . 

» 

S 

beten fünfte bie Ctemente I. m.: beten 
fünfte bie ^ole bet @temente. 

25. 

10 . V. n. 

9 

aßy I. m. : o^y- 

27. 

1 . S. 0 . 

9 

von a t. m.; an «, 

41. 

2 . ». u. 

9 

Pe^t l. m.: folgt. 

52. 

9. 0 . ». 

9 

oU im £luabtanten t.m.: oU ein D.nai 
btant. 

54. 

5. 0 . 0 . 

9 

einen t. m. : einet. 

55. 

6 . ». 0 .^ 

9 

PHP I. m.: PßP', 

56. 

4 . u. 0 . 

9 

6 eite fonProirt I m. : Seite b fonPtuiit. 

61. 

5. t>. u. 

9 

2Cufgabe I. m.: Xopöfung. 

62. 

6 . 0 . 0 . 

9 

bc4 anbecn 1 . m.: ba4 anberr. 

63. 

19. 0 . 0 . 

9 

mu$ t. m. : fann. 

70. 

17. e. n. 

0 

ABCD t. m.: ABCD (gig. 42.). 

71. 

7. #. 0 . 

9 

nach bem S'e^tfage I. m.: nat^ bem vo« 
tigen 8 el)tfage. " 

71. 

12. ». II. 

9 

golgtie^ ABCDE l. m,: gotgtici^ 

inu^ ABCDE .... 

73. 

3 0.4. e. 0 . 

9 

A" L m.: A'. 

74. 

2 0.3. 0 . 0 . 

9 

AA" t. Ol.: AA’. 

75. 

12 . 0 . 0 . 

9 

AB.A'B' t. m.: ABA'B'. 

76. 

6 . 0 . 0 . 

9 

biefet I. m.: habet. 

, 81. 

13. n. 0 . 

9 

AE'=:AE t. m.: AF'=AF. 

89.' 

7. 0 . 0 , 

9 

balfelbe l.' m. : betfelbe. 

91. 

4 . 0 , 0 . 

9 

in (. m. : an. 

94. 

11 . 0 . 0 . 

9 

DB>DA l. nt.: DB<DA. 

103. 

6 . 0 . 0 - 

9 

an gteicbem (. m. : von gleicbem; 

104. 

3. 0. 0. 

9 

gig. 61. l. nt.: gig. 57. 

104, 

9, ». 0 . 

9 

gti$cn l. ou: gtöften. 

108. 

5. 0 , 0 . 

- 

3n bem ®teicde (gig.65i) l. m. : in bem 
©relede ABB' (gig. 65.). 


Vnmctf. 3Cn me^mn Ört«n fc^tnfHc^ Patt »Infi 

Bg, f^^enflig; btigleit^m refvcftincn Patt {(fpcftin.. 
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58otKcgcntc ©earbettung bcß jrocitcnStjcilc« bet©pt)Arif, 
beffen ißer^dltni^ jum crjlcn 2f)ctlc unb jut ©pljdrif 
über'^aupt bercttö angegeben ifl; bemäntelt bie[elbcn @e* 
genfldnbe, welche tm etflen Steile bet geometrifcljen 
Jöetta^tung.unterlagen unb »ervoöfldnbigt bte bort be^ 
gonnenen !S:^eoneen^ tnbem bet ^ufanimenl)ang unb 
bie gegenfettige 2IbI)dngigfeit, untet ben in gemeinfe^aft* 
U^et 93ejiet)ung fle^enben Ordnen oufgefoilt, unb in 
attgemetrt aritljmetifc^en Slusbtucfen batgefleßt njerben* 
S)al)et hübet »otndmlid) bie Se^te »on ben fp^drifc^en 
Sreieefen — bie fp^tifd^e Stigonemetric im weiteren 
©inne, — bemnd^jb abet bie bet fp^drifd^en Q3iet* 
etfe — ^aronelogrnmme, Srapeje, ein ® unb umge» 
fc^riebene 93ietecfe — unb bet Otebenfteife — bie Äteifi» 
le^te bet ©p^>drif in befonbetem ©innc — ben wefent* 
li^en 3nt)alt biefes SEBerfeö. 

UebetaH 5 eigt ftd^ in ben Formeln bet fp^rifd^en 
©eometrie eine, fdtjon in ben beiben !^tigonometrieen 
fid)tbare, 5inalogie mit benen bet ^ianimetrie, in weU 
d;ct fid) ein burd>gel)cnbeß unb fd)t engeö iöcrwanbs 
fd)aft»erl}dUnij? swifdien bet ©eometrie bet (Sb’ne unb 
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l*ct ber Äugclfli\c()e baß befonberß bet ben* 

jenigeit ©Äßen in bic 5Iugen fprhigt, mclcßc 5U ben 
planinictri[d)cn Proportionen im Greife unb in Srei* 
' eefen, ju ber 2el)re «on ber unb (ßern)onb= 

lung ber S)reiecfe unb ParoUcIogramme , nomentlicb 
bet QSertvanblung beß 9?ecbte(feß in ein D.uobrat u. 
n. m. , — bie anologen Sßeorieen ber ©pl)Arif entbal» 
ten, (^ß mürbe nicht unintereffont fein, biefe 5lnaIogiecn, 
n?elcf)e ftch l)ier, bem piane beß SBerfeß jufefge, nur 
beiläufig, jerftreut unb nicht einmal »ollftünbig bots 
fietlen unb bemerfbar machen ließen, alß @egenfianb be» 
fonberet Unterfuchungen nach ollen Siiehtungen ju »er* 
folgen unb bie »etfehiebenen ©efeße unb Formeln ber 
Äugeljiächc, bie auf ber (5b’ne ibentifch merben, ju 
vergleichen, Erläuterung biene baß rechtminfligc 
S)reiecf. Eß vereinigt bieß Sreieef auf bet Eb’ne bic 
3Kerfmale, baß 1) ein SGBinfel ein rechter; 2) ein 
äöinfel bet ©ummc bet übrigen glei^; 3) baß bie 
©umme jmeiet SGBinfel einem rechten gleich ijl. 2luf 
ber j?ugelßäche geben biefe 5!Kerfmale brei mefentlich 
»erfchiebene S)reiecfe: 1) baß recßtminflige ; 2) baß im 
^albfreife befchriebene, b. h* ^>effen ©eite, bie jenen 
üBinfel gegenüber fteßt, ber fphärifeße Surchmeffet beß 
umgefchriebenen ^reifeß ifl; 3) ein Sreierf, baß, mic 
baß öorhergehenbe, einen flumpfen (an bet ©teile beß 
planimetrifchen 9Jechten) unb jmei fpißc SBinfet ent» 
hält, beffen (lumpfer ©cheitel aber — mie auch bet 
rechtminflige ©cßeitel von 9tr. 1. — in einer fphäri» 
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fc^cn Sflipfe liegt, t)ercn 5l^fcn in befHmmtcr ^Ib^ngig* 
feit öon cinanber (leben. Sie @leid;ungen ber j^uraen, 
in ttteicben biefe breiSreierfe liegen, muffen ?lnologieen 
ju bet planimetrifd)en (SUiittelpunft«*) ©leic^ung beö 
ivreifeö ; 

y* =r a* — x* = (a + x) (a — ■ x) 
fein, bic audb in bet ^b^t in ben folgenben 5luebrü(fen 
biefer ©letebungen unoerfennbat ifl. 

Se ifl n&mlicb bie ©Icic^ung 


/ 

für 5flr. 1 . tang2 y = 


sin* a — sin*x 
' ‘ cos 2 a 


ober ; sin * y 
für 0lr. 2. lang* y 


tg (a + x) tg (a — x); 
sin* a — sin* x 


cos* a 

sin ^a + x) sin (a — x) 

cos* a 


ober: lang* *y = tg (a + x) tgj- (a — x); 
für 9?r, 3. tang* y = sin* a — sin* x 

= sin (a 4- x) sin (a — x)r; 

t 

3n ben 93ejiebungen jmifeben ben 0eiten unb 
SBinfeln biefer Sreierfe, fiinben ficb übnlicbe 5lnnlo= 

s 

gieen ju ben Formeln beö eb’nen re^tminfligen Srei* 
erfes, beffen ©igenfebaften ficb in jebem berfelben ouf 
befonbere SBeife obfpiegeln. 

Unter ber fpbürifcben Trigonometrie im engem 
0inne, »erflebt man bie I^ebre »on bet Söereebnung 
fpbürifcber Sreieefe, infofern bie 93eflimmungefiü(fe nur 
0citen unb SGBinfel beö Sreieefeö betreffen; habet bie 
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Vlll 


ba^i'n ge^ori^en Formeln nur 9?eIattonen $n)tfdf)en biefen 
0tücfen cnt^alwn, 3n roettcrcm 0innc mu^ bie Sri« 
gonometrie ber alle Ißeftintmungdmeifen 

fp^rifc^er Sreicrfc umfajfen, njte j. Sö. btc JBeftim» 
mung beö 35rctc(feS in 9?ü(ffid)t feiner Jage jroifc^en 
©egentreifen , ober na(^ Jöafi« unb Jpo^e. 3n jenen» 
engem 0inne, bilbet bie fpb^ifc^e Srigonometrie ben 
erfien 5ibfc^nitt biefe« SS3crfe8, unb ifl -r- aucf> mit 
9?ücffi£^t auf anbermeitige, au^er^alb ber fptjärifc^en 
©eometrie fiatt finbenbe 5Inroenbung betfelben — info* 
fern mit einiger CßoKil&nbigfeit beljanbelt morben, als 
»on ben Formeln berjelben bie wichtigeren unb fonjl 
bemerfenömertheren aufgenommen morben finb. 3n 93e- 
tretf ber (äntmicfelung biefer Formeln, f)at man be^ 
fanntlich jmei 9!JJcthoben: bie geometrifche, na^ 
welcher jebe Formel mit J^ülfe einet fpecicllen Sons 
flruftion begrünbet wirb; unb bie analptifdje, na(^ 
welcher auß einet ^unbomentalgleichung, bie entwebet 
auß einet befonberen Sonflruftion, ober auch ohne folche 
auß ben ©leidjungen unb Formeln bet analptifchm 
©eometrie gejogen werben fann, bie übrigen trigonos 
metrifchen ©leidjungen unb Formeln, bloß burch Um- 
wanbelungen unb Operationen, wel^e bie Statur beß 
^alfulß barbietet, worben. Sin britteß 

— anolptifdj » geometrifcheß ober geometrifch * analptis 
fcheß — QSerfohren bilbet feine befonbere ÜJiethobe, 
fonbern ift ein ©emifdj ber angegebenen, wobei halb 
SJechnung , halb ©eometrie oorherrfchenb iff, Sß leibet 
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IX 

t 

feinen 3weifcl/ Ön« crflere, geomertif^c, (ßerfa^ 
. ren nic()t feiten f<^netler jum ßiele fü^rt, al8 baß re(^« 
nent)e, t)em ^inmteberum eine gro^e ©nfot^^eit unb 
"©leic^fSrmigfeit fe^t jum iCorjugc gereid)t. JDer QSet“ 
faffet ^at bie beibetfeitigen iCorjüge in ber onaI>)tifc^en 
€ntn)i(felungßn)fife ju »eteinigen gefuc^t, burd() ß\x^ 
jie^ung einiget, ouf bet Statut bet fpbitifd)en Steierfe 
beru^enben iöetroanbiungcfotmeln , beten 5lnroenbung 
wenigfienS jmei .Stittel be6 genjbbnlid^en Äoifulö et« 
fport, mithin biefe onol^tif^e 9U?etbobe einet ^ütje 
f^big macht, bie auch in iöetgleidh mit bet geometti* 
fchen faum meht tvünfchen lä^t. 

Untet ben ©leidjungen unb fformeln bet fph^ti» 
fchen 2:rigonomettie fommen bie meiflen untet bet 5otm 
a sin X + /? cos x = y 

»öt; namentlich bie.befanntc gunbamentalgleichung; 
S)a auf biefct bie ganje Xtigonometric beruht, fo muß 
fte bie nöthigen Elemente enthalten, um au$ ihr bie 
Statut bet fph^rifchen. S5reiecfc unb inibefonbetc bie 
©efehe bet 0imilatit^t unb 5lmbiguitftt ju entmicfeln. 
3n biefet Diücfficht 'ifi j'eboch biefe ©leichung bisher 
eben'fo unbenu|t, als bie ermähnte i^heotie »crnachs 
läßigt, geblieben; eine Sucfe, bie menigflens in ben 
analptijchen S)arfleHungen biefet SBiffenfchaft nicht be* 
flehen feilte. 5lls ICetfuch einer ©rgänjung berfelben, 
i|l in bet Einleitung eine S)tSfuffion bet ©leichung 
a sin X 4* /? cos x = y 

ttorausgefchieft rootben, beten Ergebniß bann auf 'jene 
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^unbamcntalgleidburig ubcrgctrogen , l>ic ®cfeßc bcr 
uni» ^fmbiguitAt eben fo einfod; uni» furj, 
ols ttfigcmcin ou6fptid;t. 

?Iu^erbem tfl in ber ©inlcitung eine ^ufammens 
flellung gontometrifc^et Jornieln unb 9?etl)en beigegeben 
worben, in bet ?(bfic^t, bic Unterbred)ung beS Q3or» 
traget bur^ bic fon(l unoermeiblic^c wieber^ofte Sin* 
fd)iebung berfelben ju befeitigen, unb bem Sefer eine 
jufammen^ngenbe Ueberftdjt ber ©ntwidelungcn ju 
erleid)tern, Sie gegebene Sntwirfelung bet genannten 
9?eit)en gilt benjenigen Sefern, bic jum 0tubium bcr 
fp^ärifc^en Siigondmctric fM)ig finb, ol)nc bic erforbet* 
lic^c Q3crtraut^eit mit biefem %{)dU ber Slnolpfiö fr^on 
JU befißen, benen oifo mit einer furjen, elementaren 
SSegrünbung berfelben gebient fein wirb. Sic 5lnmen:. 
bung biefer goniometrifd^en 9?eil)en auf bic fpl)Ärifd)c 
Trigonometrie finbet' jid) in bem erften ber ^mei, bem 
SBerfe beigefügten, 5lnl)ünge, oon benen jener einige 
SHebenjmeigc ber Trigonometrie berül)rt, bic für ben 
Tcft JU fpeciell waren, bod) an fiel) ju wicl)tig, um 
ganj übergangen ju werben. 3n bem jweiten ?ln^angc 
finb einige in ben crflen Tbeil gel)6rigc 0üße unb 3«* 
füße nadjgeliefert worben, bie jur iöeroollflünbigung 
nid)t überflüfftg fein mod;ten. 

Äottbuö, im 5lpril 1829. 

©C^Ulj. 
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G i n l c i t u tt 9, 


^i'e trigonometrff^e ©p& dr(f M 

tm'e bie geomefrifc^e ; namlic^, bie 0'g^nf^aften bec fp^dri« 
<^en £)rei(tfe'; ^olpgone unb Greife bariu^ellen. 6ie unter» 
fc^etbet ftc^ ieboc^ bon jentc babuccOr ba§ f?e bie 
S^erb^Itniife bec 0r6§e unb Sage» welche bort nur burc^ 
^onflruftion unmittelbar erfannt werben» mit ^tUfe bec 3letb' 
tmng ermittelt unb beftimmt; buc(^ bie €igentbilm(icb« 
feit bec Unterfucbungen, weifte bie Slatuc beä goniometrifcben 
$alfu(^ erbffnet. ^nbern bie 0rgebni(fe biefe^ 5?alfuiö bie 
auf geometrifc^em SBege na(^gewiefenen 93erb4(tni(fe genauer 
befUmmen unb unter neuen SSejiebungen barffeHen» tritt in 
benfeiben juglei^ bie SSerwanbtfcbaft» f» wie bie SSerfi^ie» 
benbetf bec fpb^rifcben unb bec ebnen gigurett beutlicbec unb 
bielfeitigec btcbor* 

^ie bie Sebre bon ben 9>bjrifcbtn Sceiecfen überbaupt 
bie 0cunb(age bec fpbücif^en @eometrie bilbef» fo finb aud) 
bie gocmeln unb ©leicbungen fuc fpbdrifcbe JDreiede — wef» 
cbe» füc ftcb genommen» bie fpbdcifcbe Xcigonometcie 
ouäma^en bie ^auptelemente bec tcigonometcifcben 
©pbdcif. 

JDie jur .Verleitung biefec unb anberec Sbtmeln unb 
©leicbungen» fo wie überbaupt jum goniometrifcben ^alfuf» 
n&tbigen Formeln fonen nun jund^ff bitt aufgeffedt unb 
ium Xbeit emwitfelt werben. 

II. 1 
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@oniometrif(^e gfotmcln ♦). 


V ' 5. 2. 

1) sin*« *f- cos*« = 1; tößec 
sin« — + 1^1—- cos*«; cos 
sin« 


« s=+lT 1- 


2) tang « 

3) cotg « 

4) sec « 

5) cosec« 

6) sin*« 


OOS« 

cos« 


3 


tang « ' 


sm « 

1 

"" — ± + 

“ ± Kl + cotg*«; 

1 __ tang*« 


7) cos*« =s- 


1 + cotg*« 1 + t^ng*« ’ 
t __ cotg*« 


13) tang (« — /?) 


' 14) cotg (a+b) = 


tang« + tang/J’ 

cotg« cotg/? — 1 ^ 

cotg « + cotg ß ’ 


Bia^ « » 


1 + tang*« 1 + cotg*« * 

8) sin (« + /?) — sin « cos/9 + cos« sin/9; 

9) sin (« — /9) = sin« cos/9 — cos« sin/9; 

10) cos (« + /9 ) != cos « cos /9 — sin « sin /9 ; 

11) cos (« — /9) =s cos« cos/9 + sin« sin/9; 

12) t.ng(«+« =-^5SfL±J?ffi£_, 

° 1 — tang« tang /9 

tang« — tang /9 
1 + tang« tang /9’ 

1 — tang« tang /9 


♦) 3n b«n fotflcnben ^ornutn «nb fpätetl^in übttatt wftb bet Ärei«* 
^olbuKlfer: ob« Sbiw toius =i onflenommen. Mm burc^ SBt»b«r« 
rinfd^rung bcfTcIben bic iDimenfionen bet ^ormetn ^ctjuftellen, braucht 
man betannttic^ nut bie fe^Ienben ^attoren in ben unooMfiänbisen 
GMicbetn but(^ fo oftmalige .^injuftlgung be£ ^atbmefferS (r), ali 
i«t iBetooQftänbigung bet 2>imenfion etfotbetlic^ ift, ju etgän;ea. 
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15) cotg (a-ß) = l±il»S«..tang^, 

° •' taug a — taug ß ’ 

cotgcc cotgß + 1 

cotg/? — cotg« ’ 

16) sm(|7T + a) e=! cosCJtt— «)= cos,(a — | 7 r) 

= (cos « + sin «) } 

17) sin (|7T — Cf ) = cos (|5T+ «) = (cos a — sin a) y"^ - 

18) tangCi^r+a) = cotg(i7r_«) = i±i^“=‘=-2!Ef±! . 

1 — lang« cotga — 1 * 

19) tang(i^-a) = cotg (^n+a) . 

^ 1+tanga cotea-H’ 


20) sin 2 a 

21) cos 2 a 


22) lang 2 a 

23) cotg 2 a 

24) 2sin*|a 

sin j^a 

25) 2cos^2« 


= 2 


sina cosa; 


= cos^a— -sin*o; 

= 2cos* a — 1 
= 1 2sin*a. 

2tang a 

1 — tang^a ’ 

1 — tang® a cotg ® a — 1 

2tanga 2 cotga ’ 

s= 1 — cosa ; 


±\/- 


COS « • 

y 


1 + cos a ; 


cos|a 


|a 


cosa 


26) 2sin*(jjr— a) =2cos* (J tt -f* «) = 1 — sin2a; 

27) 2co8*(57r— a) 5= 2sin*(5 5r + a) = 1 + sin 2a; 

28) tang*(^7T — a) = cotg*(^7r + a) = 


29) lang i« = + 


-f. cos a 


30) cotgia = + ; 


31) lang* i a + 


. tang5« — 1 = 0 ; 


tang a 

Obtc tang^?o + 2 cotga. tangia -1=0; 

' / 

, 1» 
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32j 

33) 

34) 

35) 

36) 

37) 


tang*fa — ' tangi« +1 = 0 ; 

cotg*i« — 2cotga cotgi« — 1 == 0 ; 

^ icotg ia + 1 = 0 ; 


cotg^i» — 
tangi« = 
tangi« =s 
cotgi« = 


sin« 
sin « 

1 +COS« 
2sin^i« 
sin« 
l+cos« 
^in« 
sin a 


1 — cos «] 
sin« 
sin« 

2co8*i« ^ 
sin« 

1 — cos« * 

2cos*i« 

- ♦ 

sin« ’ 


38) cotgi« = . 

' ° 2 sm^ i« 

39) sin(« + /9) + sin(a— /?) = 2sinacos/3; 

40) sin(« + /?) — sin(a — ß) = 2cos«sin/9; , 

41) cos («+/?) + cos(« — ß) = 2 cos «cos/?; 

42) cos(« — /?) — cos(ot'{-ß) = 2 sin « sinßl 

43) sina+ sin/S = 2sini(«4'/?) cosi(« — ß) i 

44) sin« — sin/? = 2cosi(« + /?) sin i(« — ß) ; 

1.45) cosa + cos/? = 2cos i(a + /?)cosi(« — /?) ; 

46) cos/?— cos« 1 = 2sini(« + /?) Bin§(a — /?); 

47) sina + cos/? = 2cosi(«+ /? — iir) cosj(/? — « + jp); 

sss 2cosi(a+/?. — iir) siai(« — /? + ijr) 

48) sin« — cos/? = 2smi(« + /? — ijr)cosi(a — /J + ijr); 

s= 2smjS(« + /? — isr) sin i (/?—« + 2^^); 

49) 

50) 

51) 

52) 

53) 


tang« — lang/? 
cotg« 4* cotgß 
cotg/? — cotg« 
tang« + cotg/? 


COS a 

cos/?* 

sin(a 


COS« 

cos/?’ 

sin (« + /?). 

sin « 

sin /?' 

sin(« 


sin « 

sin (? * 

COS (« 

_/?) 

cos « 

sin/? * 
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54) 

lang « — cotg ß— - 

cos (« +'/?) ^ 
cos « sin /? ’ 



55) 

sina+ sin/? 
sin « — sin /? 

= 

lang i («+/?). 
lang S («—/?)’ 


i 

56) 

sina+ sin/? 
cos «+ cos/? 

= 

tangiC«+/^)» 



57) 

sin«+ sin/? 
cos/? — cos « 

z= 

cotgj(a— /?); 



58) 

sin« — sin/? 
cos« + cos ß 

== 

tang §(«—/?); 



59) 

sin« — sin/? 
cos/? — cos« 

— 

cotg3(« + /?)s 

- 


60) 

cosß — cos« 
cos« + cos ß 

= 

tang 2 (« — /?). tang i (« + /?) ; 

61) 

sin « — cos ß 


tangi(tt + /? — g 



sin«+ cos/? 


taugi(« — /?H-i’i)’ 



sin(« + /?)^ 


cos i («+/?) . 




sina+ sin/? 


cosi(« — /?)’ 



63) 

sin (« + /?) 
sin « — sin /? 

= 

sin i («+/?). 
sin §(«—(?)’ 



64) 

sin (« — /?) 
sin«+ sin/? 

= 

sin i (« — (?) 

sin §(« + /?) 

sin « — SJO p . 
sin (« + /?) * 

65) 

sin (a — ß) 


cosi(« — ß) 

sin« 4 

- sin/?^ 

sin« — sin/? 


cosä(«4-^) 

sin (« 

+ « ’ 

66) 

sin (« + ß) 


sin S (« + (?) - ^ 

cosß— 

• cosa 

t 

cos «4* cosß 


cos^C« — (?) 

sin(« 


67) 

sin (a + ß) 
cos ß — cos« 

= 

cos i («+/?) __ 

sin5(« — (?) 

cosa + cos 
sin (« — (?) ’ 

68) 

sin («+/?) sin (« — ß) 

=sin*a — sin*/? 

= cos*/? 

— co«*a 




= (sin« + sin /?) 

(sin« — 

sin /?) 5 




= (cOS/?+ COSttj 

1 (cosß- 

— cos «) ; 

69) 

cos («H-/?)cos(a— /?) 

1 = 1 — sin*« — sin*/?; 



= cos* ee — sio* ß 
= cos* ß — sin* ct 
=s (cos « + sin /S) (cos« — sin/?)> 
* = (cos + sin «) {coaß — Sin«); 
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tanga + tang/S ein (« + ß) cotg « + cotg ß 

lang « — lang /? sin (« — ß) cotg ß — cotg « ’ 

t..g» + t.n^ ^ ^ taig«-la ^ 

cotga+cotgjS ° ° cotg/S — cotg« 

tang« + tang/?_, sin (« + /?), 

cotg ß-co iii ° ‘°”8 s;^fy 

= t.ogo.t.ng,9.42|^f |j. ' ■ 

cotga + cotgp ° ° sm(« + p) 

sin( — «)= — sin«; 
cos( — «) = cos « i 
tang ( — o) = — tang « i 

8ina = sin(2r7r + «) = sin ((2r + 1) — «^; 

C08«= cos (2r JT + «); 
tang «= tang (r 71 + «) > 

8in(2r7T — «) 'i 

sin (C2r+1) + «)1 =-**““• ^ 

cos((2 r + 1) 71 + « ) = — cos « ; 

82) tang (r 71 — «) = — tang«. 

2(nmecf. 3« ben gotmeln 77 — 82 6cbcufcf r jcbe, pofi» 
tive ob« negatioe, ganje 3a^I ; nic^t oirtgefc^loffm. 


70) 

71) 

72) 

73) 

74) 

75) 

76) 

77) 

78) 

79) 

80) 
81) 


§. 3. 

Sluö ben gormeln'8 — 11 ergeben ftcb fofgenbe; 

1) 8in(«+/?)sin (/?+y)=sin«siny+ sin/?sin (u + ß + y). 
«Denn e^ i’fl 

8in# + /?)sin('i? + y) 

= (sin « cos ß + cos « sin ß) (sin ß cos y + cos ß sin y) 

= sin « siny cos*/S+cos « cos y sin® /?+sin« cos y aiaß cosß 

+COS« siny aiaß cosß 

sin o sin y — sin« sin y sin® /? + cos « cos y sin® ß 

+ sin « cos y sin /? cos /? + cos « sin y sin ß cosß 

SS! sin a sin y + (cos « cos y — sin « sin y) sin^ ß 

+ (sin “ cos y + cos « sin y) sin /? cos /S 
= sin« sin y + [cos(«+y)sin/?+sin(«+y) cos(S] siaß 
s=sin « sin y + sin /9 sin (« + + y). 

2) sin («+/5) sin (ß+y) — cos « cos y — cos ß cos («+/?+y)- 


Digitized by Googl 



©iefelbe gnfwitfelung, »ie öor&er, mit bem Untttfc^iebe, 
bog man 1— cos*/? für sin*/? fegt; ro4gtenb bot&ec 1— sin*/? 
für cos*/? gefegt routbe. 

3) cos(« 4 -/?)cos(/?+}') = cosacosy— sin/?sin(«+/?+y); ' 

— sin« siny + cos /? cos («+/?+y)« 

<£ß ijl ndmli^: 

cos (« + ß) cos (/? y) 

= (cos « cos /? — sin « sin /?) (cos /? cos y — sin /? sin y) ; 

= cos a cos y cos*/? + sinasiny sin*^ — 

(sin « cos y + cos «sin y) cos/? sin/?; (<)p) 

= cos « cos y — (cos « cos y — si 11 « sin y) sin* /? — 

(sin « cos y + cos « sin y) cos ß sin ß 
= cos « cos y — sin/? [cos («+y) sin/? + sin («+y)cos^] ; 
= cos«cosy — sin/? sin(« + /? + y). 

§üt bie iwcitegormel fege man in( 9 ))l — cos*/? försin*/?. 
4') sin («+/?J cos 0?+y) = sin « cos y + sin /? cos («+/?+y) ; 

=a— cos« siny+cos/? sin(a+/?+y) j 
biefelbe ^ntwi(fe(ung. 

sin (« + /?)_ sin/?siny+sin« sin(« + /^ + y). 

'sin (/? + sin /? sin « + sin y sin (« + /? + y)’ 

cos/? cosy — cos« cos (« -h_^_+_y) . 
cos/? cos« — cosy cos (« + /^ + y) * 

sin/? siny + sin« sin (« + /? + y) . 

cos/? cos « — cosy cos (« + /? + y) ’ 

cos/? cosy — cos« c os (« H" /? 4* y) . 

sin ß sin« + sin y sin (« + /? + y)’ 

sin (« + ß) sin (/? + “) sin(« + y) 

2)enn man fege (/? + y) sin (/? + y) sin (y + «) 

unb negme für giSglec unb SRennec b(e auö 1) unb 2) ftcg er» 
gebenben SBertge* 

cos (« + /?) cos /? cos y — sin « sin(« + /? + y) ^ 

cos(/?+y) cos/?cos« — sinysin(« + /? + y)’ 

sin ß sin y + cos« cos(« + /? + y) , 

sin/?sin« + cosy cos (« + /? + y) 

cos/? cosy — sin«sin(« + /? + y) . 

sin ß sin « + cos yKios (« + /?+ y) 
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<Sc^ man n^mli^ 


_ sin ß sin y + cos « cos (a + /? + y) 
cosß cos a — sin y sin {« + /? + y)* 

cos (ce-{ -/9) cos(/?+«) cos (“ + y) 

cos (/S + y) cos {ß + y) cos (y + «) 


fo man filt SRennec nadj. 3?ttra. 3, fcoppelte 

sin (a + ß) sin ß sin y + sin « sin (« + + y) . 

cos (ß 4 - y) cosß sin« + siny cos (“ + /? + y) ’ 

cosß cosy — cos« cos (“ + + y) , 

— sin/? cosa4- cosy sin(« + /J + y)’ - 

sin ß sin y + sin « sin (« + /? + y) , 

— sin/?cos«+cosy sin («^ /? + y) ’ 

cos/? cosy — cos « cos (« + /? 4- y) 

cos ß sin « + sin y cos (« + /? + y)* 

Senn + . “ )±»IL (“+ r) , ^ec 3561« Idfit 

cos(/?+y; sin(« + y) cos (y + /?) ^ 

fid) nac^> Süum. 1 unb 27 bec 3?ennec nai^ Ü^um. 4 jerfegcn. 

0 ; tang («+/?) tang(/?+y)= ' ■ a ■) U 

1 / a\r t 1 / ßpgy — sin/? 3 in(«+/? 4 -y) 

costtcosy — cos/?cos(«+/? 4 -y)^ 
sin« si ny + cosßcos{a-{-ß +y)’ 

sin« siny + sin/? sin («+ /? +y) . 

sin« siny + cos/? cos(«-f-^+y)’ 

coswcosy — cos/?cos(«+ /?+y). 

cosacosy — sin/? sin(« 4 -/? 4 -y)’ 

Q. tang (« + /?) sin « cos y + sin ß cos (“ + <^ + y) . 

tang (ß +y') cos « sin y + sin ß cos (u + ß + yY 

__ — cos « sin y + cos ß sin («+/?+y) ‘ 
— cosysin«+ cos/?sin(«+/?+y)’ 
__ sin « cos y + sin /? cos (« + /^ + y) . 
— sin«cosy+ cos/?siii(«+/?+y)’ 

—cos « sin y + cos ß sin («+/?+y) 

cos«siny + si*i/®cosC«+/?+y)* 
SCnntetf. (Sinb eier SSogcn tJbct 5Binfel a, ß, y, S fo bcs 
fd/affen, bng o + /S + y-|-d= 7 r ijlj fo fann in bicfen gocmeln 
f&t C« + /? + y) geffßt ro«bm n — d, -SKan frf)Alt bann : 




Di.-.. 



sin (« +/?) sin (/?+y) = sin a sin y + sin /? sin 3 ; 

= cos a cos y + cos ß cos 3 ; 
cos(a+/S) cos(j?+y) = cos ce cos y — sin /? sin 3 ; 

= sin o sin y — cos ß cos 3 ; 
sin (ee-)|-/S) cos 0?+y) = sin a cos y — sin ß cos3 ; 

= — cos a sin y+ cos/? sin 3; u. f. ». 

ein folc^ct Satt findet ftc^ 6ei bcm eingefdjriebenen SSiccetff, 
beffen ©eiten gl« bie boppeltcn ©inu« bet falben juge^ocigen Sogen 
obet SBitfeIpunEt«roinfet bettad)tct »erben fonnen. 2Me ^etpenbifcl 
»om SWittelpunfte be« Greife« auf bie ©eiten be« Sieretfe« geben 
bann bie Äofinu« becfelben Sogen. Slimmt man alfo in ben |)i« 
ongebeuteten gctmeln ffit sinee, sin/?, siny, sin 3 u. f. », bie 
entfpredjenben ©tutfe be« Sietede«; ffic sin(« + /?), sin(^-|-y) 
bie halben 25iagonolen, fo ergeben bie gotmeln eine 9Renge Sejiehun» 
gen 5 »ifchm ben ©eiten, diagonalen unb beten ßntfetnungen »om 
SOlittelpunfte. 

^ §. 4. 

2UÖ befonbere gdffe "ber 3uf<»«»Jienji’ehun9 in gaftoren 
tjerbienen folgenbe bemeeft }u werben. 

1) 1 — cos* « — cos* ß — cos* y + 2 cos u cos ß cos y 
=4sini(«+/?+y)sinJ(«+/?— y)sin|(«+y— /?)siniG5+y-a). 

S0?an ttbbire ndralict (cos* «cos*/?— cos* «cos*/?) ju 
1 — cos*« — cos*/? — cos*y + 2cos«cos/?cbsy, fo er» 
^alt man: 

1— cos*« — cos*/? + cos*« cos*/? — cos*« cos*/? — C08*y 

+ 2 cos «cos/? cosy; 

=(1 — cos*«) (1 — cos*/?) — (cos*« cos*/? — 2cos « cos ß cos y 

+ cos*y); 

= sin*«sin*/? — (cosacos/? — cosy)*j 
= (sin« sin/? - cos« cos/?+cosy) (sin«sin/?+ cos« cos/? - cosy) ; 
= [cos y — cos (« + /?)} [cos (« — /?) — ^ cos y] ; 

=2sini(«+ /? + y)sini(« + /? — y).2sinä(«-r-/? + y). 

smi( — « + |? + y) 

2) 1 — cos* « — cos* ß — cos* y — 2 cos « cos ß cos y 

= — 4cosi(« + /? + y) cos j(« + /? — y) cosf («— /? + y> 

cosi(— « + /? + y). 
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SKan abbire tvtebfc (cos* «cos*/? — cos* «cos*/?) ju 

1 — cos*« — cos*/? — cos* y — • 2 cos « cos /? cosy . 

fo rrgiebt pcfe : 

(1 — cos* « — cos* ß + cos* « cos^ß) — (cos* « cos*/? 

+ 2 cos « cos (? cos y + cos* y) ; 

= sin*« sin* ^ — (cosa cos/?+ cosy)*; 

= (sin«sin/?+ cos«cos/?+ cosy) (sin« sin/?- cos« cos/?-cosy); 
= — (cos(« — ß) + cosy) (cos(« + /?) + cosy); 

= — 4 cos 3 (a + /?+y) cos §(« + /? — y)cosä(« — /? + y). 
cosi( — «+ /? + y). 

3) 1 — sin* « — sin* ß — cos*y — 2 sin « sin /? cos y 

= — 4sini(« + /S + }') sin i (« + /? — y) cosi(« — /? + y). 
cosi( — a + /? + y). 

Slbbirf man ndmiicft (sin*«sin*/? — sin*«sin*/?) fo Wirb 
1 — sin*« — sin*/? + sin*«sin*/? — Csin*«sin*^ 

4- 2 sin « sin /? cos y 4" cos* y) 

= cos* «cos*/? — (sin «sin/? 4" cosy)* 

= (cos« cos/? - sin« sin^ -cosy) (cos« cos/?4-sin« sin^-f- cosy) 
= (cos(«4"/?) cosy) (cos(« — /?)4" cosy) 

= — 4sini (u + ß+ y) sini (a + ß — y)cos5 (« — /?4* y). 
cos3 ( — a + ß-hy). 

4) 1 — sin*« — sin*/? — cos*y4* 2 sin «sin/? cosy 

= 4 cosi («+•/? 4- y) cos i(« 4-/? — y) sini(« — ß + y)^ 
siniC— a4-/?4-y), 

5) 1 — cos*«— cos*/? — sin* y4"2cos«cos^ sin y 
=4sini(«4-/?4"y — ijr)sin3(« 4-/? — y 4'^’^)* 

sini(« — /?4-y — 27t) sin 3 ( — (t-f-ß-f-y — Jtt) 
=4sini (ct + ß+y — i5r)siti3 (a + ß — y4"^’^)* 

^ ‘ cos i (« — ß+y+^Tr) cosi(— «4-/?4-y4-i^). 

6e|f man ndmltc^ y=i7r — / fo er^dlt man bie gormtl 
3?um. 1 für «,/?.y in melier für y trieber i^r — y fubjiituirf 
»irb« 2)er bopptlt« Sluöbrud fcgiebt ftc^ auö §. 2,- 9Zura. 16. 
unb 17. €6en fo laffen ficfi bic foigenben Slu^brucfe Verleiten. 

6) 1 — cos*« — cos*^ — sin*y — 2 cos «cos/? sin y 


k. 


Digitizod by Google^ 



11 


— — 4cosi(«+ jS + y— I tt) cosi (a+/J — y + i^)* 
cos i (« — ß-]ry — i^) cos4( — «+^+y — 

= — 4 cosi(a + |9 + y — än) cosi(« + |S — y + i Jr). 

sini(a— /S+y+^Tr) sin3( — o^+ß+y+in). 

7) 1 — sin* a — sin* ß — sin* y + 2 sin a sin ß sin y 
= 4cosi (« + |? + y — 37r)cos5(« + /S — y + iir). 

sin i (a — ß+y — in') sini( — «+/5+y — in ) ; 
= 4cosi(« y — iji) cosi(« + j3 — y + *^)* 

cos2(« — |S+y+5^) cosiC — «+/5+y+i’^)‘ 

8) 1 — ‘ sin* « — sin* (? — sin* y — 2 sin « sin ß sin y 

= — 4sini(« + |54'y — sini(«4-/? — y + i^)* 

/ cos § (« — ß-\-y — in) cosf ( — «+/?+y — in) ; 

= — 4sini («+|? + y — sini(« + |5 — y+^’r). 

, sini(« — ß+y+in) sini( — n^ß+y+in). 


©oniometrif^e Steifen. 

§. 5 . 

1 ) SKuItipIi^irt man bie i'mogindrtn SBinomien 
(cos« + sin«.|^— l) unb (cos + sin . y~—i) ; fo tt* 

f)iU man baö ^robult 

cos(« + ^)+sin(« + |5 ) — 

ein imastndred SSinom bon berfdbm Sorm, ba^ bie ©umme 
anß ben i&ogen bcc.gaftoren 

€btn fo ifl (cos« — sin« . Y"—i) (coaß — sin^ . = 

cos(« + |S) — sin(« + A)* 1T — i 

unb (cos « + sin « . — i) (cos/? — siaß.'lß'— i) = 

cos (« — /?) + sin (« — ß) ; 

welche Sdüe in bm ecjlen enthalten f?nb , menn borf « unb ß, 

ober ß aDein negatib genommen rotrb. 

2) gut ’öuotienten folcftet Sinomten finbef ftc^ 

cos« -f- sin« . y — 1 , ON I • -ir* — . 

^ — ^ =cos(«— ^+sm («— p)-r — i, 
cos p -f- sin /? . y — 1 

&iec (ritt oifo bie Sifferenj ber SBogen beö 3?en* 

rt t f .«. cos« + sin« . "l^IIi 

net^ ein. ip ndmlic^ — o l • x? -,/-=r 

' cosp + sinp . y 
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(cos «4- si ng. 1^— i) (cos/9 — sin ß . ) 
(cos ß + siu ß . Y—i ) (cos ß — siaß . ) 


cos (« — ß) 4- sin (« — ß) . Y— * 
cos* jS 4* sia^ /? 


=cos(g-/?)4-sin(a-/S).'I^_i . 


3) Sluö (1) folgt r ta0 ^robuft t)on n imagtndren 
SSinomien 

(cosg*4* sing^y* -i) (cosg' 4" sing^.y'^) (cosg4-sing. Y^ 

= cos(g'4-«" + — • +«) 4*sin(g 4-g''4-— . 4-g).'y'^ 
i(i. ©ie gntroiiftfung beö «probuftfö jener n SSinonifen giebf 
ein aigs^flot «tß« ©rögen unb ein nnbere« imngindrer ; fo 
bo§, wenn jeneö mit Rr biefeö mit SY^ bejeicbnet wirb, 
fflon erteilt 

R4-S Y^ = cos(g'4-«"4--— +«) + sin («'4-“"+-+«)K^ ; 
worauf bann folgt? 

cos(g' 4“« ^ • . •4"«)=R; 

sin (g'4* + “)==S; ba^CC 

tang(g4-g"4-...4-^= 


©e$t raon, um R unb S ju finbcn , in bet ©lei^ung 
R4-S Y — 1 = (cos g'4~ sin g*. Y—i) (®®s g"'4- sin a' , Y—'i) •••• 

.... (cos «4“ sing. Y *— i) ; 

cos u (1 4- tang Y-~i ) für (cos a^4" sin a. Y—0 > 
cosg' (1+ tanga'.Y —i) fut (cösg"4- sin a.Y —l) U. f. W. 
fo erhalt man 


R 4“S 1'^ — 1 — cos a . cosg" .... cos g (1 4*tgg^. Y 1 )• 

(i4-tgg".r=i) (i+tgS.-rzi). 

©aö «probuft bon n ©inomien (l4-a) (l4-b) (l+c)...(14-z) 
i(l nun =14-A4-B4- C4- , wo A bie ©ümme bec Uni- 

onen a4-b4-c4-....; B bie ©umme ber iSinionen ab4-ac4-....; 
C bie ©umme bec Seenionen abc4-abd4-... u. f. m./ auö 
ben n Elementen a, b, c, . . . z unb jwac ebne OTieberbofung, 
bebeuten. ©egt man aifo für a,b,c,.... refp. tang g'. ITZT, 
tangg'.-j^zri, tangg"'.>rzi u. f. w. unb fonbert bie iraa» 
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g(n5r< €in&cif K— i fn itt« Äfaffe (A,B,C....) fo Idft 
fi^ lia^ ju entwicfelnbc «Probuft fo bar(?eHen: 

t $t ^ * 

= cosa ,cosa .... cosa. 

[i+A.r=i+B(rzD* + c(r=i)* + ],♦ 

=cosa . co%d’ .... cos« [i+Ar=i -B-cr=i +D+....] ; 

»0 A, B, C, D, . . . bte ©unime bet Unionen , SJim'onen, Xer# 

nionen u. f. t». nuö ben glenienten tg«, tga", tg«'", 

bcieii^nen, §lerouö ergiebt (tc^, toenn bie reeOen X^eife öon 
ben imngindcen gefonbert werben, 

R = cos a cos a . . . . cos a(l — B-J-D — F + '-Oi 
S= cos a . cos d' . . . . cos a(A — C + E — . . .). 

SDa^ec i|! 

1 ) cos(a +® 4 "— + «)=cosce^cosa"....cosa(l-B 4 * D-F+I..) 

2 ) sin (« + «)= cos« cos«”.... cosa (A - C+E 

f • I "i i“\ ^ — C + E — •••• 

3 ) tang(a+a +. •.+ ^ — 

j. 95 . fiic n =3 i(t 

cos(a 4 *^ 4 *^ J = cosa cosa cosa * 

( 1 — tga tga"— tga' tga'"— tga" tga'"); 

t tt ft» . ^ • ft nr 

SS cosa cosa cosa — sma sma cosa 

t • fff t§ 

— sma sma cosa 

, »/ , nt r 

sina sma cosa; 

% f 9 m rt t 9f/\ 9 99 nt 

sm(a 4 -a 4 "" )=cosa cosa cosa « 

(tgo+tga +tga —tga tga tga ); 

- f tt ftt m » 9t * //ff* ttt 9 tt 

' =sina cosa coso ^-sma cosa cosa 4 ~sina cosa cosa 

. < , U . <11 

— sma sma sma ; 


tanga'+tga'+tga'"— tga'tga"tga". 
6V T "r >* 1 — tga tga — tga tga — tga tga 

4) 3fl a'=a"=:a'"= = a; fo »erben bie Äom* 

pleylonen jeber Älnfe A,B,C, — ibentlf^. 2)ie 

felben in A {p =n; in B = ~ ; inC= — ^ 2.3 ~~ 

u. f. ». 95ejeicbnen »it biefe 95i'nomiolfoefpiienten burc^ 95n, 
95n, 95n H. f. ». , fo ergiebf nu^ (3) 


\ 
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^ % 0 

1) cos (na) = cos“« (1 — JBn tg*« + 58n tg“*«-» S5n tg*«+...) ; 

2) sin (na) = cos"« (Sßn tg « — Sßn tg®« + Sgu tg*« — ; 

3) tg (no) — ^ “ ~ ~ • 

1 — 53n tg*« + 95n tg“*« — .... 

J. S5. cos3«=cos’«(l — 3tg*«) 

= cos’ « — 3 cos«sin*« = 4cos’«“3cosa; 
sin3«=cos’ a(3tg« — tg’«) , 


= 3 sin «cos*« — 


tang 3 « 


3tg« — tg’ «, 
1 — 3tg*« * 


sin’« =3 sin« — 4 sin’«; 


5 ) 3 nbfm «':=«"= — =S »irb, erraff mon <mö 
(cos«'+sina .|^:T) (cos«"+sin«".y^),...+ (cos« + sin«.|^) 
=cos(« -|- « sin (« -f- « j 

für ^potetiitn folcftrt imagindren ^inomien bm Sluöbrucf 

(cos«+sin«.}rZI)“=cos (n«)+sin(n«).|^; (g>) 
6r|t man « negatie, fo ergiebt iid) 

(cos«— sin«.>rzi)n= cos (no) — sin (na).f^, 
5Da§ birfe Sluöbrücfe auch für gebrochene unb negatibe SEBertbe 
bon n gültig f?nb, jeigen folgenbe ©^lüffe. 

~A) feien p , q jtoei pofltibe ganje Sahlen. S0?att 
crbdtt bann 



= (cos p« -{- sin p« . i 

6e|tnjan baötbiafübtliche«=-3.«', »oburch «=,^.« 
wirb, fo wirb ^ ^ 

E i 

(cosa+sin«.}'^)’ = (cos qa' + sin q« . 

X 

= ((cos«* -{- sin ct . 

= cos« + sin«'.|rzi 

= cos (^^+sin ^^yr=i. 
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B) gör negati’ee, gonje ober gebrodene, ©erf^c t>on n i|i 

' * ' (cosa 4- sin«* r — l) 

_ 1 

cos n« + sin n« . Y^—l 
__ cos not — sin n« . l 

(cos na+sin na.y — i)(cosnet-sin 
__ cos n« — sin n« . Y^—l 

cos* na + sin* na 
s= cos na — sinna.y^— i 

~ cos ( — n) a + sin ( — n) a . y~—t- ' 

$lerauö crgi’ebt f?c^ au^ bie ©üKigfeit bet in (4) fuc cos na, 
sin na, lang na entwi^eifen DCei^ett; toenn n eine gebrochener 
)>of!tioe ober negatioe 3<>h( ift- S>enn eg i|l nngemein: 

cosna+sin na.|^tj= (cosa+sina.|''t:i)“ 2 =cos“a(lf tga.|^)“ 
= cos”a (1 + 55n tga . 1^—i — S5n tg*a — S5n. tg®a.|^ _i 

+ 25n.tg^o+....); 

baher für {eben ©erth bon n 


cosna= 2 cos"a (1 — SBn-tg*a + SBn.tg*o — S3n .tg'a 

13 3 . 

sin na = cos“a (Sßn. tga — J5n. tg®a + SBn. tg*a — ; 

. SSn.tga — 95n.tg®a+ S3ntg*a — 

tangno= j-S ^ f 

1 — S5n.tg*a+S5n.tg*a — 55n. tg* a + .... 


2tnmerf. 9?a(h bet allgemcingfilttgen Sowtel 

(cosa +sina . s= cos na + sin na . — i Idft fidb fÖC 

jebe ^oteni unb ©ur jet bcS imogindren Stnomö A + B ein 

enblicher 2(udbrud angeben unb betecijnen. £)ennfegtman A=k.cosa; 

_ , . B , A B 

B=ksina, wobutch fi* tanga= — unb k= =-: — 

' ' ° A cosa sina 

='K'a*+ b* befiimmt; fo er^dlt man für jebeö n 

(A+B)^_l)”=sk“(cosa+sina,y^)"=k'».(cosna+sinna.’J^-lJ; 

JJn 

= .(cosna+sin na.y^)=-: — (cos na + sin na.l^ — i) (<p)* 

cos“« ^ sin"«^ ' ' ^ . 
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A“ 

efcm fo (A — ^(cosna — sinnal^ZIl) 

B“ 

= -r— (cos no — sin na . Y^—i ) ; Up) 
sin"a '■ > ' ' T y 


2fu« Up) unb Up) folgt noch 
(A+B (A— Birzi)“e= 


2A“.cosna 2 B“. cos na 


cos“« 


8in"a 


§♦ 6 . 

S)ie bec ^robuftCr Duofi'tnftn unb ^o.ftnjtn 

imogincirtc Sinomien »on ber gorm cos« + sin« . y":Zi 
mit ben gormen bec £o 3 acit^men uon ^robufttn, Duotienten 
unb ^otenjen beut« auf eine logarit^mif^e ober tjcponentteKe 
S3cji(^ung itvifc^tn bcn guniometrifc^en gunftiontn unb ben 
^rei^bogen; bereu Unterfucbung ju fe^c tui^tigen €rgebniffen 
©e^t man ndmltcb 

log (cos z + siu z Y—i) — V + ‘*pY—t\ 
fo jtnbet ficb 

9+V Y—i = log [cos z (l+tangz*|^IIl)} 

= log cos z + log (1 + lang z . i). 

fSlaäf ber gorrael log(l +x)=x— ix* + ^x® — |:x*+...* 
crb^lt man ^lerauö 

g5+V'K^=logC03Z+tgZ.'r^- x(lgz.|^*4- f (tgZ-K^)*-.. 

=logcosz+tgz'K~:i4-itg*z-ftg®z.)^-itg‘*z4-...;. 
0onbert man bie reeDen uon ben imaginären 0(iebern/ welche 
auf beiben ©eiten ber ©leic^ung refp. gleich fepn mtlffen^ 
'fo erhalt man 

1) g) = logcosz +itg*z— itg'^z + itg'z — 

2) i/»=tgz — ftg®z + ftg‘z— 

3lug ber ©leicbung (1) ergiebt 

gi=logcosz4-i(tg®z-- ifg^z + ftg^z — ) 

= log cos Z + ilog (1 + tg® z) 

= log cos z >}- log 1^1 + lg“ z 

= log (cos z . Y l+tg*z)s=log YE£1^^ — 2 og 1 
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3 nbem alfo 91=0 ijl, ^at man 

log (cos z 4 * sin z . TT—i) = V' 
wo t/i = tgz— |tg*z 4 -T<g‘z— .... 

£)ann ift aber 

3) cos z + sin z . ; 

(nbem e bie iSaftö ber naeürlicben fiogan't^men btitid^mu 
€ntwf(felt man ben {weiten S^eil ber 01eic^ung (3) nac^ 
ber gormel 

• ; , X* , X* , X* , 

e*_ 1 4-x + J 2 + 1 . 2 . 3 1.23.4'^ • ’ * ‘ 
fo er^dlt man 


cos z + sin z . == 1 + 1 /) 

woraus ftdb ergiebt 

4) cos z = 1 ■ 

5) sinz — V«- 


^1.2.3.4 ^ 


• 4) C02z-i -^V 1 

y cosz I j 2 + 1 . 2 . 3.4 1.2.3.4.5.6 ^ 






1 . 2.3 • 1 . 2 . 3 . 4.5 


ttffl y> but(^ z unmittelbar auSjubrücfenr fege man 
sin z=«+ az + bz* + cz’ + . .. . 

25a för z = o au^ sinz— o wirb, fo mug «=o, unb 
sinz = az + bz* + cz* + ; . . (A) 

fein, ^ioibirt man ^itt auf bciben 0eiten mit z, fo i(l 

* = a *f“ bz 4- cz* "1“ . . . 

z 

uub fär z=o er^it man 

j • 

o 

a = -♦ 
o 

25aS ©renjwr&ditnig beS SBogenS unb ©inuS ijl aber =1, *) 


mithin ijl a=l. 


*) ®«n ti ig , weit tgz > r ig J aber < i 

lang z » ^ 

weit z>sinz. Wfo liegt ?ili immer jwifcbcn — «nb 1; ober, 

z tg z 

II. 2 
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£)(efen QBert^ in (A) eingefe^t gie&t: 

sinz = z+bz* + cz’ 4*-”- (B) 
21u« (B) unb (5) folgt 


v>- 




+ 


t/»* 


123”*” 12345 •••* — z “I“ bz*-J- cz* *f" . (C) 



?Q3ie nun cosz+sinz.^'“— i=e iff, fo i(l auc^ 

cos nz + sinnz.!^— i = (cosz + sinz. jTZI)“ 

nV/.lTZ5 

= e 

Demna^ finbct {wif^en z unb rp bie IKelatton ba§, 
(venn z in nz uertoanbclt wirb, auc^ ^ in nt/i übtrge^t. 
0<Öt man alfo nz, nyj föt z, yj in (C) fo er^dff man: 




nip — ^ 2*^3 + 1~ 2 3 4.5 ~”‘*~°^ n*bz*+n*cz*+.„. 
unb wenn mit n beiberfeit^ bibibirt wirb : 

n*ip* n*.rp* 

^ ~ T2X + 1:2X0 •••• = + n*cz * + .... 

Sluö biefec für jeben SBcrtb bon n gültigen ©ieic^ung ge^t 
für n — o ^ecbor: 

tp = z. 

2Die obigen ©ieicbungen (5), (4), (2), (3) geben alfo, wenn 
bort z für y> gefcbrieben wirb, 

• - m 

I» i 

II.) cosz = 1 - 

in.) z = tg z 


, Ifl’ 


1.2.3.4.5 


1.2 ^ 1.2.3.4 

- T‘g*z + Ttg*z — 


-I 


IV. ) COSZ+ sinz.j' — i = e 
Sluö negatiben SBerfben bon z erbdit man in (IV.) 

—zY^z^ 

V. ) cosz — sinz r=I=e 


ba I- — =cosz ift, jwJfcbcn cosz nnb 1. SBirb nun z=0; fo 
tgz 

sio z 
z 


»itb cosz = i; böb«e Hfflt für z=o iwiftben 1 «ab 1 b. b. 


.= 1. 


i 
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SIbbirt man (IV.) «nb (V.), fo folgt t 

ztT-i —ztT-i 
e +e 

VL) cosz=: 2 — ■““* 

2)urc§ ©ubtraftlon crgiebf fi^; • 

zV"~i — zy"^ 
e — e 


Vn.) 8inz = ‘ 2f'^ 

SDur^ Si’eifJon ber ©leic^ung (IV.) bur^ (V.) erfolgt ; 

cos z + sin z . zz.iT~j 

■ — = e ; unbi toenn 

cosz — smz.y — 1 * ’ wniw 

Sd^Iec unb D^enner bitrc^ cosz bibibtrt wirb: ^ 

vni.) 

1 — tangz.y — 1 

SDioibirt man noc& (VII.) burc^ (VI.), fo folgt: 

zy^~i , —ziT—j 
C -| - 0 

IX.) tätig z = _z^r- 


>^G 

9lu^ bet Sieibe in (III.) Idgt ficb bic Sietbc 


■) 


X) z— sinz 4* 


1 . 


+ 


1.3. sin* 
2A “5~ 


. 1.3.5. sin’ z 
■^2Ä6;~7“'*' ••• 


2. 3 

entwideln. 55enn tS ijl: ' - 

tangz = ÄSinz.y i_»iu»i=smz(l — sin®z) . j 

\ COS z * 

ft^t man sinz(l — sin®z) ^ bort für tangz, fo giebt bic 
€ntwicfefung ber ^otenjen bon (1— siin^z) bie beraerftc 
Sieibe. 


5. 7. - ' 

Sin bie e^ponentieffen Sluöbrötfe beö »origen. 5 . fnüpff 
fi(b folgcnbe mertwurbige, »on S)e[ambre juerf! uagcmein 
aufgefleQte unb, bei ber Slufldfung fpbdrifcber S)reiecfe tiüp 
Udjt Sieibe: 

I.) SOBenn jwifcben ben SBogen (ober ©infein) y unb x 
bie'01ei^ung 

nsinx 

iangy=:j 

1 — ncosx 

2» 
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ffaft finbetf fo {|T: 

y==nainx + in*sm2x + f n* sin3x +|n*sm4x + ...♦ 
Sliibe um fo f^netf« fonoergirt, je fleinec n ijf. 
©enn ei iß nadt §« 6. VIII. 

ayV^^ 1 + tang y i . 

® “1— tangy.y^* 

n siQ X 

0e6t man ^iet fut tangy au« obiger ©lei^ung 
eiu/ fo ift; 


* + 


ayl^— I 


n&lnx 
— QCOSX 
DSiu X 


r=i 


1 — ■ . -r=i 

1 — ncosx ' 

1 — ncosx + n sin x . r=^ 


1 — n cos X — n sin X 

1 — n (cos X — sin X . f^—l) 

1 — n(cosx4-sinx.|^^)' 

gflc (cos X + sin X . y’tZi) unb (cosx — sinx. r=i) bie 
oben IV. unb V. bemerfteu SBertbe gefegt; glebf, 

1— ne 


1 — ne 




baget; toenn bie Sogacitbmen betber ^btüe genommen mecben; 

e ^ * = log(l — ne — log (l— ne*'^*"^ » 

~xlT=i — axiT^ 

Lne + än*e 

+ -|‘n^e +♦♦♦* 

+ ne +Sn*e +|-n*e 4'—. 


löge 

ii.i. 2 yir=;=_[. 


•J 


( ^y' -I , f 2ijr - 

— nVe — e y+in*\e 


'^e-“^-0 + .... 


©ober, »enn mon mit 2K=i bietbirf, . 

y = n 


( I — xK“_i\ / axiT—t -ixiTHiy 


2r=i 




( 


3xV~— I —3x1^- 

e — e 


2TZi 


2r=i 


f 
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rxy'—i —ixlT —I 

SRutt i|l = sinrx, ba^ec 

y=nsinx + Sn*sin2x + fn’ sia3x+. ... 

II.) Slug ber ©Icic^ung 


nsinx 

tangy j _j_ ^ 


er^dlt man 


y = n . sin X — i n^. sin 2x + y i 

, , n.sinx 

S«nn fegt man x=ir — x, fo »irb tangy = cosZ 

bagtr naeg (I.) 

y=nsinx* 4“ii^*sin2x + f-n* sin3x + .... 

Slug x=JT — X* ober x*:^jr — X folgt rx “Ttt— rxj 
bogec sinrx' = sin(rjr — rx) = — cos rjr. sinrx. 3enacf>* 
bem nun r eine gerate ober ungerabe Sagl i(l» iP cosm— +1 
ober =— 1; olfo sinrx' — — sinrx ober = + sinrx} bO* 
y=n sinx — in* sin2x + f-n* sin 3x — ... 

III.) 3|l bie ©lei^ung jwifcgen y unb x 


n « cos X » »Ä 
tanÄV = 5 : — ; fo iflt 

1 — nsmx’ 

y=nco8x + insin2x— |n’ cos3x— | n'* sin4x+.... 

©egt man ndmlicg x=j5i— x', fo ergdtt man bie 3leige 
in (I.) für y unb x'. gür sin rx' fubjiituite man bann bie 

SBertge . ^ 

+ cosrx, + sinrx, — cosrx, —sinrx, 

fenaegbero , 

r— 4p + l, 4p + 2, 4^ + 3, 4p Ijt, 

IV.) gut bie ©tei^ung 


ncosx 

tang y ^ n sin x 

ijl y = n cos X — i n* sin 2x— j- n’ cos 3x + i n^ sin 4x+.... 

toelcge Steige fteg oug aH-) ergiebt, wenn. man in 

bet öorliegenben ©lei(gung x= — x fegt, gut sinrx gat 
man bann — sinrx }u tejllluiten. 


Slnraetf. tang ix = ^ ift (§• ^ 85.), fo 

crgdlt man au8 (II.), wenn bort für y unb n gefegt wirb ix unb 1, 
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bi» 0feii)e 

3x = sinx — |8in2x + ^sin 3 X — ^8in4x + .... 
ober x = 2(sinx — |sin2x-[" T®*" — ••••)• 

ßnttDirfelt man l)fec sin2x, 8in3x, u. f. n>, m<S) ^otenjcn .tion 
X (§. 6, I.) fo er^idlt man : 

Sx= (1 - 1 + 1 - 1 + 1 - 1 + )x-(l-2^+3»-4»+....)j^ 

-(l-2®+3®-4®+....)^|^ 

Sie Summe bet unenbllc^en SRei^e 1 — 1 + 1 — ... 
bie bet übrigen 5Rutt; man »rfxJit alfo 5x=ix. 25a bie« a 
priori 6e|iimml »erben fonnte, fo fann man umgefelj)rt auf jene 
9?eif)en [erließen. 


V.) 2luf bfe gorm ber ©let^unsj taDgy= ^ 

(((§( ftc^ bi'e Dorfommtnbe ©leitbung 

tangz = p.tangu 

bringen. »Denn e^ i(l: 

1) tang(z - u)= = ptang^_^ 

1+tangz.tangu l + ptang*u 

_ (p — l)tangg (p — l)cosusinu 

1+ptang^u cos^u + psin^u 

' — . (p — l)co8 u. sinu (p — l)8in2u' 

f (1+cos 2u) + pi (1-cos 2u) 1 + p - (p-1) cos 2 u 


2) tangf; + iQ— *a"g^ + tangu ^ (p+l)tangu 
' 1 — tangz taug u 1 — ptang^u 


(p+1) cos u. sinu (p + l)sin2u 

cos* u — p sin* u 1+cos 2u- p(l-cos2u) 




\ 
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3) ßegt man p=^» f» öewanbeU bie ©teic^nna 

tangzessptangu in folgcnbc 

lang u=p' lang z. 

2Iuö (1) erhalt man ba^er, wenn bott z nnb u »erwec^felt 
»trbtn unb p' für p eintritt 


lang (a ■(— z) = 


p’-l 

__L±1 


sin 2 z 


1— P 
^ i+p 


sin 2 


P— 1 


■ p+l 

P— 1 


cos 2 z 1- 


1— p 
i+p 


cos 2 z 


(tangz— u)=-^- 


sin 2 z 


ober . 

l+^:r4 cos 2 z 
' p+i 

©ben fo ergiebt ftcb ou^ (2) 

' sin 2 z 

lang(z + u)=-^y^-j — 

1 T 7 COS 2z 

p— 1 

sin 2z ' - 

^ 1— P ^ 

1 — cos 2z 

1— p 

Semnacb folgt auS bcr ©lei^ung tangz=piangu 

,, , , . . (rti)"“ 

2) lang (z+u) = r: 




cos2u 1 


-(S) 


cos 2: 


gjjan fann olfo tang(z — u) unb tangCz + u) butcb Stellen 
ouSbrücfen, ble nai ben ©inuö ber 83ielfa(^en bon u ober 
ton z fortfcbreiten. 

@oniometrifcf)c ©tcic^ungem 

§. 8 . 

©ie SluflSfung einet goniometrifcben ©lei^ung fann bireft 
ober inbireft gcfd)e^)en , icnadjbero eine gnnftlon bed gcfucbfen 
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55ogcn^ (ober ©infeW) unnii«eI6ar cntwirfelt, ober bi< 55e» 
ftimmuns bcflTelbcn öon einer clnjufu^renben ^urfögr6ge ob* 
Wngig gemocbf »irb. geßtereö ifl ber logoriebmifc^en Serecb« 
nung wegen unb bcfonberö bann borjujieben, wenn bie birette 
2luf(6fung auf eine ©(cicftung beg jweitcn, ober eine« b^beren 
©robeö fubcen wörbe. Unter ben frigonoraetrifcben ©leicbun* 
flen geb6ren bieb« biejenigen/ welche oon ber gorm 
Ot sin X 4- cos X = y 

flifo in SBejug auf sinx unb cosx t)om jweifen ©rabe fTnb. 
Sie nieiffen ©leicbungen für fpb4rifcbe Sreiccfe haben biefe 
gortn; bober biefe ©lei^ung hier ndber unterfucbt werben foff, 
befonberö in SKucf |tcbf bet »erfcbiebenen SBertbe , welche fte für 
X juI4§f unb beren aibbdngigfeit eon ben Äoefpiienfen a, ß, y. 
Um bie logaritbmifche Berechnung ju erleichtern feße nion; 

1) a = ncos 9 >j 2) /?=nsin 9 ); 

fo ergiebt fleh fiir bie Befliramung »on <p unb n 

tang9 = ^; n = 

« cos <f sin qp 

Sie ©leichung »erwonbelt fleh bann in folgenbe: 

n (sin X cos qp + cos x sin qs) = y ; b, i. 
n . sin (x + qp) =y 

baber sin (x + g>)= . 

n a ß 

Bejeichnit man x + qp burd> ip , fo ij! : 

X = 1/) — q> I 

mo qp unb y> bureb bie ©lei^ungen lang qp = -^ unb 

a 

, y. coso) y.sinqp , 

sinv' — = — befliinrat ftnb. 

Um bie m6g liehen DBertbe »on x ju bejümmen, muffen bie 
möglichen Sßertbe öon i/» mit benen non qp uerbunben werben. 

2luö ber ©leichung tangqp=— , folgt nun 

Ct 

qp = TTi + qp' 

Wb qp' ben «einflen jur Xangente ^ gehörigen Bogen heben» 
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ttt, ber {(btnfanö unb pofttit) ober nesatib, tbie bie 

ß 


Sangtnte — , i|l. 

ä|„, f,Iät Mit« = + 

y. cosrJT. sin <p 

ß • 

rabe 3a^l i|t, 1(1 coär7r= + l ober =-l; ba^er: 


3e no^bera nun r eine gerabe ober unge« 


sini/*=4- ^ ' för r=2? 


ober 


y . sintp 


för r = ( 29 -f 1), 


für r=2(t; 


Sejeic^nef man ouc^ mit i/»' ben fleinflen Sogen, beffen ©(nu^ 

, t 

_ r _^ sm ^ (fl, fo finb bie luoglic^en SBert&e bon i/» 

1) V=2j'«+V I fli, 

2) j r=2, + l ,i|l 

unb =(2p + i)7T+V/( 

^)(eroug ergeben ftc^ för x=i// — g> bie SBert^e : 

1 ) X = 2 p' 71 4- — 2 p 7T — q) 

= 2 (p' — p) 71 + V— V 

unb (2p'+-l)7r — T/;'— 2(i7r — (p 

= ( 2 ^— 29 + 1) TT— (ip' 4-qp') 1 

2) x=2p'7T — y/ — (2p + 1)’*’ — 91 

==(2^'—2o—i)n—(yi'-i-q>')f _o I 1 

unb =(2?'+0^+’/'’ — (29 + 1)’^— q^Y ^ . 

= 2(p'— 9)7r+ V — 9 3 •• 

£)a in biefen biet au^brüefen 2(?'— ß) öber^oupf nur eine 
beliebige grabe 3«bl unb ebenfo (2p- 2^ + 1) unb (2^'-2^~l) 
eine ungrabe 3«bl ouöbrütfen, fo lajfen fid) biefelben ouf jwei 
gorraeln jurürffubren, wenn bie ungrabe S^bl burc^ 2^4-1, 
bie grabe burdb 2 p beiei(^net wirb. Sann erhalt nian bie 
fdrarotUeben SBcrtbe bon x in ben beiben Sluöbrdcten 

1) x = 2p7r4-V — q>'; 

2) x=(2p 4- i)^-(V + <?>'); (A) 
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»0 f2r p jt&e ganje» pojitiöe ol>ec nfflötiöe, 3o^l genommen 
werben fann. 

Sag ber SSogen q> pogtfb unb negatio fein fann, na^- 

bem bie Tangente beffelben — pofttio ober negafie i(l, würbe 

« / 

bereit^ bemerfe. gebt bieraud t baf q>' pofUib iff, 
wenn bie Äoefpjienten «, ß gleichartig ftnb in SRücfgcbt ibrec 
Öualitdtj negafio aber r wenn «,/S ungleichartig finb. (Sben 
fo bringt bie 0ualitdt beä rp bon ber 3<ichtnre(ation {wifcben 

f 

a unb y ab. Senn e^ ifl Sa bitc 

Ct 


<p ijff fo cos 9 pogtib, <p mag poptib ober negatib 
fein. Saber richtet pch bie £XuaIitdt bon sin -i/s foigiich auch 
bie bon V felbp, nur na^ ber jwifchen « unb y borbanbe« 
nen 3«>d)«nbeiiebung, unb jwar ip y/ poptib, wenn «, y 
gleichartig; negatib wenn biefe unglei^artig pnb. 

Sie in (A) aufgePellte gormel fdgt pch teicht auf aHe 
gdße anwenben , welche binp<^tüch l>«t SSorjeichen ber Äoefp» 
iienten «, ß, y Patt pnben fbnnen. 3P bie ©leichung j. SB. 

— asinx+;S eosx=y 
fo fe|e man — «=«; aifo 

« sinx+|Scosx=y 
i2Qn tp — ip unb 

sin (p ^ 


fo ipj 


> ß . > Y 

WO tangg) =-?; smi/' = - ^ 

a ß 


Sa 


a 


fo ip 


ß f ^ 

ber fleinpe jur Sangente gebbrige SBogen <p entgegengefe§t 


bem jur Xangente — gebbrigen gj"; eben fo ip ip', beffen 

• t 

V • Sin QP 

©inug = — -ß — enfgegengefegt bem jura entgegengefegten 

« ff 

V • sin 9 

©inuö — ■ ^ ■ " ■■■ gebbrigen fleinpen SSogen ip". ©egt man 

oifo in ber gormel für x bie SBogen — <p' unb — ip" föt 
9 unb Ip', fo erhalt man; 
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(2pJi + <p” — ‘'p' unb 

* - i(2p + l)7r + (.p" + tp") 


„ ß . ■ 

ao taug 9 s= — ; sm 9 
cc 


,/ y . sin 9 

ß 


§. 9* 

Um bie SEBerföf, »cl^e b(e ©feic^ung « sin x + /? cos x=y 
für X jwlfc^en ben ©rtnjen 0 unb n julagt/ ju bcfUmraen, 
»ollen wir bie »crfc^iebcnen gcißef wel(J)c in Svucfftcftt btt 
Seichen* unb @r6genbejic^un3en bcc ^ocfftjienten «, ß, y flott 
ftnben, unterfc^eiben. SBecben bie ncgotieen ffiert^e bicfec 
^oefftiienfen ouf boö ©ubtrolfionöjeic^en (— ) rebujirt, fo 
bog ben @r6gen «, ß, y felbfl nur pofttibe SBett^e bleiben ; fo 
gnb bie möglichen gdCe ber Seit^ienfolgen unb geic^enwedjfel 
* folgenbe : 

, 1) a sin X + l* cos X = y; 

2) « sin X — ß cos x = y; 

3) — « sin X 4“ cos x = y; 

4) « sin X + /S cos x = — 'y. 

I.) göt bie ©lei^ung «sinx4-/Scosx=y ig; 

i 2 ^jr + ip' — <p unb 
(2^4-1) — (V4-9') 

, t 

sinV = -- ' olfo 9'» Wie V pogtib 

p 


' ß 

WO tang9 ==“» 


ig. sind bet ©leicftung aiaip = 


y . sih9 


ß 

folgt nun: 


ober 


sin 9 y^ 

sin 9 * ß 

1) sffienn y</?; fo tg 9 <<p'i bie Siffcrenj 9 — 9 

olfo negotii). 2)ie ©umme 9* + 9’' ig pogdb unb -<7r. 

©cbreibt mon olfo in bet gormel für x— (9' — galt 

9 — 9 fo ig: , / -X 

__ e2^7r — (9 — 9) unb 

X(2^4-l)’*^ — (9 

$ier liegt nur ein ®ert^ jwifcfjen 0 unb n. 0et jweife SgeU 
bet gormel giebt ndralid) föc ?=0 

X = TT (9* + V)*' 
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2) 3fl ötee r>ßi fo ifl ba^et unb 

(-ip + cp) pofitiö unb <JT. 3n b<c gornul 
j2e5T + (v<' — g>') unb 

'(2 P + 1) 5T (if' + <p ) 

«tbiltmonfuc p=0 iwei ®ertbe iwifcben 0 unb n, ndra- 
(icb x=V — 9 > unb X — 7I — CV' +y)- 

gür f—ß ifl x=0 unb x=n — 2 g> ober n — 2 yi', 
ta g>' unb V af^bann gfeicb »erben. 

II.) 3 n ber ©leicbung «sinx— /?cosx=y ober 
asinx + /?'cosx=y, Wenn ndmlicb /?'=—/? ge* 
fe|t»irb, ifl bo« g>' ber oirgemeinen gorniel negotiö, weil a 
unb ß' ungleichartig ftnb; i/'' bleibt pofltib. ©e^t man alfo 
q>" für — 9 , wo bonn 9' poptiu ifl, fo ifl: 

- — p 9 ’F + (V + 9") unb 

'(2 9 + 1) 5 T — (y/ — <p ") . 

SluÖ sinyj' folgt sin yi = ^‘ - 

sin 9 y 

' , am 9 ß 

1) 3 fl «un y</?; foifl ^'<9" 5 bahec (t//'— g>") - 
negatio unb 



gör 9=0 giebt ber erfle Sbeil ber gormel x=V''+g>"; 
ber iweife Xheil entbdlt feinen SKertb jwifchen 0 unb n, 9llfo 
hot X nur einen SEBerth, »enn y</? ifl* 

2) 3 fl foiflV>g>"; boher 9" })ofitio 

unb für 9=0 erbdlt mon jwei SBerthe: 

unb x=5T — — 9”). 

gör y=^ ifl yi=q>~ boher x=n unb x=2g)". 

III.) 3n ber britten ©leichung — asinx + /?cosx=y, 
ober, wenn «' für — « gefegt wirb 

“ sin X -f- (S cos X = y 

Ttnb bie Sogen 9 unb y' ber ollgenieinen gormel negatib, 
ba « , ß fo loie y ungleidjortfg flnb. 
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©egf man ba^er —cp" unb — tp" für y/, fo t(!: 

j2 P TT — (\p" — cp") unb 

l(2p4-l)7T + (i/;" + (p") 


unb sin 1p 


ir y. sinqp 


, sinip 
Ober . ir 


__ y 

ß’ 


ß sing) 

1) r<ßi f» «ifo (ip"— g>") negatio. 

gör 9=0 ec&dit raon bo&et in bem erffen Steife ber gorrael 
einen aßert^j ndnili^ xsag»"— ip". ©ec jmeite S^eil giebt 
feinen. 


2) 3 ll fo bobec {y>" — g>") poft* 

tib. j^ier finbet ftcb für feinen SBectb bon 9 ein {toifcben 
0 unb TT liegenbec Sßertb bon x. 

3 |l y=/?; fo finbet x=0. 


IV.) 3n ber ©ieitbung asmx + /?cosx= — y ober, 
wenn y für — y gefegt wirb; «sinx+/Scosx=y' iji ip' 
negatib, g>' pofitib; bober, wenn — ip" für y>' gefegt wirb: ■ 

12911 — (g)' 4- ip") unb 

* “ f(2 9 + l)7T— (g)' — ip"). 

y . sing)' 


Stuß sin yi 
sinip y 


, y . sin gi , , , . „ 3 

■ — -ß folgt smip =' — ß- 


obee 


singi* ß’ 

I) 3 ff y</?; fo i|l v’'<9>' bobec für 9=0 ein 

SBertbf nümlicb x=jt — (<p —y>"). 


2) 3|l y>ßi fo i|l i/»">g>' bober <p" — y>" negatib.*^ 
.^ier i(i f e i n SSertb bon x {tbifcgen o unb n roügli^. güc 
y=|5 ijl x=7T. 

aSergleicben wir biefe hier güde, fo jeigt bag x 
1 ) immer einen unb nur einen ISJectb jwifcben o unb n 
bat, wenn y</? ig. 3g ober 2) y>|S, fo bat x entwe« 
ber }wei SBertbe, ober feinen; feneä, wenn yi' pogtib, 
biefe«^ wenn y>' negatib ig; ober: jwci SBertbe bot x» »««« 
a unb y gleicgartig gnb; feinen, wenn a unb y ungteicg* 
artig gnb. 3n beiben güden gnb bie jwifcben o unb tt müg« 
liegen SBetfbe bon ber gorra y> — g>', ober n — {y> +9), 
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190 yf, (p ober negatto f?nb, jenai^btm in bet oKdemei« 

nett @Ieidbun 3 a8inx + jScosx=:y 

a, ß unb «e, y gleicbörtig ober ungleichartig finb. gaffen wie 
bähet aCe gdße jufammen, fo i|t 

1) wenn y</? 

• f 

n — Cyf'-t 9 )] C fllfi^artig ) 

x = . ober jjena^bem«) ober 5 mit fJ 

'ip' — qi ) ^ungleichartig; 

2) wenn y>ß 

Ot>-(p)mi)n-(ixp+(p)\ gleichartig \ 

ober uenathbeiH«; obe^ J mity. 

untnogli^ ' (ungleichartig) 

3iuä bem Umflanbe» bag in ben innerhalb ber genannten 
©renjen für x mSglichen SBerthen — ndmlich V — 9 unb 
51 — gi') ober [(jT — 1 /') — “ beibetnole g> fubtraf* 
tit) fleht unb fleh entweber mit V ober mit (tt — V) oerbinbet, 
ergiebtgeh eine anbere Sarfleffung bet gefuchten ßBerthe , bte 
in bem gaüe, wenn in ber ©leichung asinx + /Scosx=y 
nur pogtiüe SBerthe »on x jwifchen o unb n öorauögefe|t 
werben, bprtheilhofter ift. SKan fann ndmlid; in bet ©leichung 

lang g) = ^ ben 85ogen <p fogleich auf ben fleinften SBerth 

(tp) befchrdnfen } in bet ©leichung sin ^ - aber für 

rf! ben fleinflen SBerth (V) unb beffen ©upplement (tt — i/»') 
— bog bei einem negatioen q> groget alö n wirb »— nehmen. 
3nbem oigbann ber Sogen iweibeutig wirb, Idgf bie 
Sweibeutigfeit ber ©leichung 

X = — <p 

auf folgenbe ®eife entf^eiben; 

1) saJenn y '^ß 

. f. iH V g J ", J >»'•< ?-• 
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2) SBtnn y>ß 

J. 10. 

8(uf bi’e gorm bit ©feic^ung asinx + /9cqsx=y laffcn 
öicte ©leic^ungtn »ott anbern gormcn bringen. @o »irb 
bie ©leicbung Asm*x + Bsinxcosx=C, wef^e in S3(jMg 
auf sinx unb cosx Dom »iecten ©rabe i|l, babin rebujirf, 

Wenn man für sin^x, sinx cosx bie SEBertbe 

^ fnb(li(nirf* SO?an erbäit bann: 

Bsin2x — Acos2x=2C — A 

baber x = + »"*> .. . 

\p7r+i(7T — (§.8.) 

»0 tangqD'= — siny=s^^-^ — A) cos y ^ 

€6en fo bie ©feid)ung Atang^x + Btangx=C, wenn man 
beibe 2beile mit cos^x multiplijirt unb bann wie »orber Der» 
wanbett. ergiebt fttb bann $ > < 

Bsin2x — (A + C)cos2x=C — A: ' 

©ine öortbeilbaftere 21ufl6fung biefer ©leicbung bieten bie §. 2. 
3lo. 31. unb 32. bemerffen gormetn bar. 3(1 ndmticb 

1) in ber ©leicbung Atang^x + Btangx— C ber jweife 
Sbeil C pofifib, fo fege man tangx=z.Y/^ unb bibibire 
bie ©tei(^ung burcb 1, fo erbdlt man % 

a L B 

+ 


stimmt man 


B 


K A.G 


I^A G tang q> 


=a 1 , 

aifo tang <p : 


.2 Vag 


B 


fo wirb: 


Z* + ; ♦ Z S= 1. 

tang q> 

3tun i|l aber tang® i gi + Z==tangi9, 
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2luö tang<p = ^^^^ folgt qp=:rjr + qp'; itp—irn + iq), 

ta5« tangiflB fOTOO^l =tangig)' ald =— cotgiy'j 
mithin z=tangiqp' unb = — cotgi^'. 

-2)a lang x=z ijt^ fo er^iSlt man; 
tang:x:?i!tang39i' Vi. 

unb . ==— cotgi^^'Y/s • ■ ^ 

2) 3fl C ncgafit), fo f«^e man C=:— C'. 5lu« bet 
©leicliuna Atang*x + Btangx=— C' erhält mon reieoben 
, ■ B / 

" = 't 

tsenn tangx=— z y/s 9tf«Öt töitb» SJlimmf man ^ier 

AC «in 9 

Z* — — Z sr: — 1. 

sm ()P 

2 ' 

SDa nun tang*iqp r-— • tangjqp^^— 1 »fl; fo folgt: 

sm Y 

2‘^*ag 

z=langi<p. Stuö sia9 = — «f^ält »«<»« 

fp:=2Qn + q> unb^— 2r7r + (jr— 9 >') bobec 

tang 59 =tangi 9 >' 'unb =cotgiqp'; folgll^ 
z=tang |9 unb =cotg5qp'j 'enblic^»: ' 

taDgx=~-tangiqp'\/j V* . • • 

4 ' 


unb .'V.. “ — cotgiqa'Y^j . 


83on bltfec aiuflöfung Idgt f?c^ fluc^ fluf bie ©lelc^ung 
«siHx cosx=j' Qlnroenbung nincben. ®enn fegt ntait 
26in5lt. cos jx unb 2cos*ix— 1 «fp. fttt sinx unb cosx 

unb bibibirt bann mit cos*ix^=jqp^^T|^^ fo ereilt 

man: (/5 + y)tang*ix— «tangixc=:/J — y. 
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•< ' SDie in $. 9. gt^nbenen ^ebtngungen/ unter ti>e(<$en )»{« 
ft^en o unb n nur ein iffiert^f ober, jwei, ober feiner m6giic^ 

' i|f einfacher nacf^toeifen. 

r 

®tci4)ungctt föc fpl^drifdjc ®reie<fe. 

S. 11. 

Um auä; gegebenen Qtädta eineg fpbcirifc^en »Dreiedfeg 
' (ineg ber übrigen burtb SHecbnung ju finben , i|l eine @(eicbung 
iwifcben hier ©rügen |u fucben/ inbem brei ©tücfe }ur ©e« 
jlinunung eineg £>reie(feg erforberlicb unb binreicbenb f!nb- 
£ine boOffünbige £6fung. ber Sit^ggbe, aug beliebigen brei 
©tüefen jebeg ber übrigen ju gHben» bebingt bemnacb fo uiel 
©leiebungen/ ■ ßlä unter ben ©tementen a, b, c, A, B, C, — 
ben ©eiten unb 8Binfe(n beg (pbürifcben S)reiecfeg — 93erbin« 
bungen ju biereo robglicb flnb/ nlfo 15 ©teicbungen für<bie 
15 93erbinbungen.g. 

abcA abÄB . .acAB bcAB aABC 
abcB abAG acAC ^bcAC bABC 

abcC ,,abBC acBC/ bcBC cABC 

ÜSenn inbeg biefc ©(eicbungen nUgemeingüItig gnb, a(fo 
bon befonberen SBertben ber ein^efnen ©tüefe unabhängig nur 
bie burd) bie £age berfelben gegen einonbrr bebingten tbecbfeU 
feitigen ©ejiebungen ber ©rüge anüfprechen ; fo fünnen unter 
benfclben nur fo bie( mefentlieb berfchiebent fein , aig toefentficbe 
fSerfcbiebenbeiten in ber £age bon {e hier ©rüden beg £)reiedg 
mbgiieb flnb unb eü mug eine unb biefelbe gorra ber ©(eichung 
' für aiie biejenigen ©tüde flatt flnbeu/ tveicbe in biefer 9lüd* , 
ficht unter gleichen SSejiebungen flehen, ^at man ©. für 
bie ©eite a, b unb bie SQinfei C, A eine aSgemeingüitige 
©ieichung 

F(a,b,C,A) = o . 

bie nlfo nur überhaupt bie gegenfeitige 3tbhängigfeit augbrüdh 
tbdche jtbifchen irgenb {tvei ©eiten , bem eingefchioffenen ^in« 
fei unb bem einer biefer ©eiten gegenüberliegenben SBtnfel ob# 
n. 3 


fo ((1 bAmtf ouc^ bfe tntttr’ b<n &i'(c 

©lüden a,b,C,B gegeben, in benen bie ©elfe b fic^ bet 8age 
nac^ }u a, C, B eben fo t>et^4U, wie a ju b/C, A; oifo bie 
©(eit^ung 

F (b, a, C, B) 

gegeben, in toeicber a unb b ihre hörigen Sunftionen berfau« 
fcben , inbem {ugleicb B für A eintritf. 

ergiebt ftcb b'irouö, ba§ in {eber allgemeinen 
©leicbung {toifcben ©eiten unb ^infeln eine^ 
fnbü<^if(b<n £)reiedeö jebe ©eite nebf{ bem ibr 
gegenüberliegenben SBinfel bermecbfelt werben 
fann gegen febe anbere ©eite unb ben ibc gegen« 
überliegenben CBBinfel. •) 

SDemnaeb geboren in ben oben aufgeffedlen 15 SSerbinbun« 
gen biefenigen, weicbe nur burd) folcbe dSertoeebfeiungen ftcb 
bon einanber unterfcbeiben unter eine unb biefeibe ©leicbung 
unb ed bleiben ald toefentli^ berfcbiebene nur 4 ©rupben ber« 
felben übrig, für »elcbe eben fo biel berfdjiebene ©ieicbungen 
erforberlieb fepn werben, bie ftcb borlduftg bnreb: 

F(o, b, c, A)='o(I.) (für 3 Serbinbungen), 

F (a, b, A, B)= o (It) (für 3 Serb.) , 

F(a, b, A,C)=o(ni.) (für 6 Serb.), 

F (a, A, B, C)=s o (IV.) (fÜr 3 Serb.) ‘ " 
Anbeuten laffen. ^ 

£)er oben oudgefproebene ©runbfa^ ber Serfau« 
febung, burd) weichen auch bie ©ntwidelungen ber fri^ono« 
metrifeben ©ieiebungen unb gormein bortbeiibaft abgefürjt 
unb bereinfaebt werben, (eibet noeb grbgere Siu^bebnung. 
£)enn wie aud einer allgemeinen ©(eiebung 
F(a,b, c,A,B, C)=so (o) *' 

bureb Sertaufebung bon a, A mit b,B bie anbere eben fo ad« 
gemeine ©iei^ung : 

♦) TCffflemrin maß bie ®(el<bunö fein. ®enn t>on ®rei(bnnflen, welebt 
etwa oon (ccbtwintligcn ober glcitbfcbenfllgen ®rciedcn bcegcnomnKn 
fein miebten, (ann bae biee ®(fagte niebt unumfcbtdnft gelten. 
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F (b,a;c,B, A, C) = o 

^«rgekitet »irt/ fo fann tii'biefec »über a, A mit c,C t(r« 
»((bfeU tverbtti , toobutc^ fl(^ bte ©Icicbung 
F (b, c, a, B, C, A) = o 

(rgiebt/ weicht uhmitUlbar auö («) obdeftftet wirb/ tecqn man 
jfbe ®ei(e unb jfbtn^infel mit btm ndcf)f!fo(g<nben eertaufcbf/ 
toobti auf baö lefete fflemtnt c, C bo^ ecffe a,A folgt, fßer» 
tortbftft man Umgefe^rt trfl a,A mit c,G; bann mit b,B, 
fo credit man • 

' F (c, a,b, C, A,B) = o, 

too jebc j SItmtni mit bem t> 0 r 0 e r g t ^ e n b ( n totc^fclt. 
fann aifo in einer aDgemeingüftigen 01eicbang febeä ber 0(e« , 

mente a,b,o unb A,B,G mit bem folgenben ober mit bem 
«borbergebenben t>ertauf(bt werben. 

€in injeifcö Äulf^raittel jur 9lbförjung bcd trigonometri» 
fcben 5balfu(£ bietet eine jmcite t auf ber $oIaritdt' ber fpbdri« 
fdben IDreiecfe berubenbe ffiertaufcbungöregel bar. »Denn ba 
febcö fbbiirifcbe SDreied ein ipolarbreiecf f)at, fo giebt jebe aU^ 
gemeine ©lei^nng , ' 

F (a,b, c, A,B,C) = o, 

ba fe auf bag ^oiarbreiect angewenbet werben fann, eine 
iweite, ©(eitbnag 

F (A, C, a, Vi c) =! o, 

bie and ber erffen abgeleitet wirb > wenn febe <Seite mit bem 
(Supplemente be^ gegenüberliegenben ISJinfcId, unb umgefcbrt/ 
werbfelt. ,9)(an fann alfo in] jener ailgeme'inen 
@(ei(f)ung für jebe ©eite unb.jeben ^infe( bie 
Supplemente, ber gegendbertiegenben ^inftl 
unb ©eiten fegen. , 

i^ieraug i|f flar, wie bie bierte ber obigen i^auptglei^un« 
gen mittel({ biefer Sjertaufibung fi<b auO ber erjfen muf ablei« 
ten laffen; mitbin eigcntUcb nur b r c i ,{>auptgleicbungtn ju ent« 
wiefein fepn werben. , , 3 . . • , 3 

Sine britte SSertaufebung anberer 31rt ergiebt bag SR e b e n< 

3* 
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b r ( i e (f. fp^^rifc^e SreUd 



f>at bit 3lt> 


bcnbrn'((ft |abc|i |abc/» |a15c/» 

Iabc) (Xbc') I'Xb.c* 

t)on betun jebe^ eine @(Ue unb ben gcgenübcrlirdenbcn ^infel 
mit jenem gemein bnb mdbrenb bie übrigen ©eiten unb SBinfel 
bie ©upplemente bec übrigen ©eiten unb S33infe( be^ anberu 
Sreiecteö finb. 2)ie «Hgeraeingültige ©lei^iung, . ^ ^ 

F (a,b,c,A,B,C) = o 1, 

auf baä 9Jebenbreie(f («, f , y) angenxnbet^ giebt oifo eine anu 
bece ©leiebung ; i 

F (a, b, c, A, B, C) = o 

biC/ wenn fit nicht ibentifch mit ber Vorigen ifl^ eine neue- Sie« 
lotion jwifchen ben ©eiten unb SBinfeln beö, ©ceieefö («,/?, y) 
ergiebt. ©emnaeh fbnnen in jebet., ©Ifiehung jcb,c 
jwei ©eiten nebft ben gegenüber Ijegenben SSin» 
fein (|!e mbgen beibe in ber ©leicbung enthalten fepn, ober 
ttichO,üeptaufcht »erben gegen, ihre ©upplemente 
SBcnbet man enblich eine cQgemeingültige .i0(eichung 


' ) •( a, b, c 


auf ein S^ebenbreie^ be^ jpolarbteiedeöf letwa <A, B;C 


..'AV 


0) b| c 


anf fo erhalt man aud F(h,b, c, A,B,C)=so-bie ©leiehung 
* F (A, B, C,'a, b, c) = o’. 

JDorauö folgt: fßnnen in jeber'''(illgem einen 

© I e i ch u n g j m e i ©eiten mit b e n ' g e g e n ü b e c I'l t« 
genben l&^infeln oertaufcht »erben, inbem ju< 
gleich bie britte ©eite unb ba^ ©upplement beö 
britten fZBinfelö, fo »ie ber britte DBinfel unb 
baä ©upplement bec britten ©eite mit einanber 
.»e eh fein. i \ j 


-t»>V 


Db 


E-y CoQgl^ 


' ffiirb i* ?5. itt bft ©(eic^uns: . 

' 8inj(A -f-B) co8j (a — b) 

■ cos 2 C cos i c 

A,B gegm a,b unb C,c refl>. gfgtn c,C berfaufc^f, fo er^lt 
nan fogUic^ 

sini(a + b) cosj(A — B) 

siuic ’ siuiC 

§. 12 . 

3(ufgabe. €tne allgemeingiUtige ©lei^bng 
|n>ifcb(tt ben bret @eiten etneä 
tdei unb einem SBinfel beffelben ouftuflellen. 

Slufidfung* ^<m fonfiruire eine fp()drircbe @pinbe( 
AB CA' (gig. 1.) bon beliebigem SBinfel, beren Äreiöebnen 
lieb in bem Äugelburcbmeffer AA' febneiben, beffen iSRittel» 
punft — {uglei^ ber SDIüfefpunft ber Äugel — in M fei. 3n 
ieber bet €bnen ABA', ACA', jiebe man bon M ong fenf* 
recht auf ben S>urcbfcbnitt A A' bie ^ugelrabien MD, ME; 
ber babureb gebilbete SBinfel D M E ifi ber 9ieigung^tbinfe( 
ber Arei^ebenen, aifo =A b. i. bem üBinfel bet @pinbe(/ unb 
bie ©bene beffelben D M E (lebt fenfre^t auf A A', fo wie 
auf beiben ^cei^ebenen ABA', ACA'. 9Bie nun auch bag 
fpbdrifche S)reiecf, bag aig ein 2b(>i bec 0pinbel AB CA' in ' 

A ober A' einen iSJinfel bat/ befebaffen fein mag, fo finben 
nur jmei gdüe (iaft: entnebec liegen bie anbern beiben iSiinfei« 
punfte B,C auf einer unb berfelben 0eite ber Sieigunggebene 
DME, wie gig. 1. in ben ©reieefen ABC, A'BC; ober fie 
liegen auf entgegengefebten ©eiten berfelben , toie gig. 2. in 
benSteietfen ABC, A'BC. 

1) ©g liege B unb C ouf berfelben ©eite »on DME '*■ 
(gig, 1.)/ ober mit anbern Porten: bie ©eiten AB, AC, 
ober A' B , A' C fepen gleichartig. 

(Dian }iebe bie ^itgelrabien M B, M C unb aug einem be* 
liebigen ipunlte c ber fenlrect)ten M D eine grabe fiinie c y 
paroDel mit AA', bie J_MD pd) mit MB in y fchneibet. 
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SitU man bann bon r pncoDet mit MD bi< Sinte ym, bie 
AA' in m trifft; bon m »itbfc bie mit ME parallele ginie 
mß unb bon ß, wo (?e MC fcbneibet, bie mit AA' paraOete 
unb juflieic^ auf ME fenfretbfe t. b/?; fe i(l b|S#cy, tbdl 
febe # Mm ifl. ©o^er ifi ba« in einer ®6ene liegenbe Siertd 
cbßy ein SparaDfelogramm unb jwar ein recfttibinffigeö roeit 
cy,b/?|( Mm unb Mm_L DME; mithin cf,b/?_j_ DME, 
aifo auc^ Xbc iff. Darauf folgt: ch=yß. — ,3n b(n 
ebnen Dreieefen cMb unb yMß ifi nun nac^ bera gunba* 
mentalfage ber ebnen Srigonometrie: 

cb* = Mb* + Mc — 2Mb.Mc.coscMb; (21) 

, y/?* = M/?» + My»— 2M/J.My.cosyM/S; («8). ' 

Sie^t man (21) bon (53) ab, fo erbaft man, ba cb=yß, 
o=(M/S»-Mb»)4-(My»-Mc»)+2Mb.Mc.coscMb 
— 2M/J. My, cosyM/?} (6). 

8u^ ben an c,b re^twinfligen ©reiecfen Mcy, Mb/? folgt 
nun: 

M/?> — Mb*=b/?>; 

M y * — M c * = c y* = b /?* ; 

baber CM/?» — Mb») + (My» — Mc»)=2b/?»=2b/?.cy. 
0ub|?itnirt man biefen SBertb 2b/?. cy in (5) unb bemerft, 
ba§ bcr SBinfel cMb=A=*A' unb yM/?= gSogen BC 
tft/ fo erbdit man : 

2b/?.cy + 2Mb.Mc . cosA — 2M/?.My.cosBC = oj 
unb wenn mit 2M/?.My bibibirt wirb: 

hß.cr , Mb.Mc , __ 

C2>>. 

©ie bi« entftanbenen üuotienfen (affen ficb nun mittelfl bet 
recbfwinfiigen ©reiecfe Mb/?, Mcy, beren ^ppofenufen Mß, 
My finb, burcb bie ©eifen AB, AC, A'ß, A'C bet fpbdri* 
f(ben ©reiecfe ABC, A'ßC auöbrucfen, ndraiicb? 

hß 

— siri bM/? = 8inEC= cos AC=s — cos A' C; 

Mb . 

— ^ÄC08bM^=cosEC=:ainACs3:sinA C; 
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^ = sin c M y = sin D B =s c OS A B == — . C08 A' B j 

My 

= cos c M y s= cos D B = sin A B =s sin A' B, 

My 

®icf« SBert^t In (©) ei’n0«feet Qibtm 

1) für baö SDreifiJ ABC 

cos AC , cos AB + sin AC, sin AB, cos A — cos BC o ; (€) 

2) für bo^ Dtfiecf A'BC 

cos A^C, cos AB + sinA^ C.siu A B-cos A -^cosBC — oj 
büfdbe 0UU^una t»ie in (€). 

2) Um ble ©üUigfeit btc ©Iricbung (©) «uc6 für ben 
gan, wenn bie ©infrlpunftt B, C auf entgegengefc^tm ©eiten 
bet ebene DME liegen/ b. b- »«»« AB, AC 

ungleichartig flnb, |u erweifen, fonjtruire man »ieber cy|lAA'; 
cm II MB; m/?HME unb b/?l|AA', woburd) »ieber 
cy#b/? wirb. 3iebt man noch cb unb y/S, bie in einer 
©bene liegen unb fleh in d fchneiben, fo geben bie ©reietff 
cMb, yM/J »ie »orher: 

cb* = Mb* + Mc* — 2Mb.Mc.coscMb ; (91) 

y/?*= M|S* + My* — 2M/?.My.cosyM/?; (©). 

®ie (on c,b techtminlligen) SDreieefe dey, db/S jtnb fon» 

gruent, weil bie ©eiten cy, b/? nebfl ben anliegenben 9Bin. 

fein gleich flnb; hoher dy=d|S=!/Jy; unb dc = db— 5bc. 

©ober ifl: - 

^=dy* = cd* + cy*=Jcb* + cy*; bohtr 
4 

jSy» = cb® +4cy*; UUb 
— cb*=4cy*. 

Jieht nian alfo bie ©leichung (21) bon (^) ob, fo ifl; 
4cy»=(M/S* — Mb*) + (My*— Mc*) + 2Mb . Mc.cos cMb 

— 2M/?.My.cosyM/?; (S). 

3lun ifl »ieber M/S*— Mb» + My* — Mc* = b/5* + cy* = 
2cy*. ©nbflituirt man bied in (6) / fubtrahirt bann ouf bei# 
ben ©eiten 4cy* unb biöibirt mit 2, fo ijl; 

o = — cy* + Mb . Mc . cos cMb — M/S . My cos yM/S ; 
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\ ' 

ob« — b/?.cy + Mb.Mc coscMb — cosyM^cso. 

'bß.cy , Mb.Mc 

M/J .My ' j (5>> 

9?un l'Hwiebet ^=8mbM/?=a8inEC=a_cosAC; 

cv ^ 

2 ^ = sincMy = siaDB = cosAßj 
Mb 

= cos bM/J = cosEC = sin AC; 

Mc 

= cos cMy = cos DB s= sin AB ; 

unb oMb=A: yM/?=BCj ba^et »ent» biefe 3Iu^briitft tu 
(®) fubflifuirt »erben: 

cos AC . cos AB Tf- sin AC . sin AB . cos A — cos BC=- o 
ttie oben in (S). 

25etnnact> ifl biefe ©leicftung für jebe« fr^drifc^e SDreiecf 
gültig. 93ejeid)nen »it bie ©eiten BC, AC, Aß mit a,b,c, 
fo ift bie erfte ^auptgleicbung für bie €(emente a,b,c, A 
cos b. cos c + sin b sin c . cos A — cosa = o 
ober cos a — cos b . cos c — sin b sin c ■ cos A = o, 

bie iugfeic^ aW gunbamentalgleicbung für bie übrigen ange. 
feben »erben fann, inbem jene auö biefer ftcb abieiten (affen. 
2)enn ba mit ibc jug(eid) bie ©ieicbungen für a, b, c, B unb 
a>b,c,C, gegeben finb, (für »e(4>e nur a,A mit b,B unb 
mit c,C ju bertaufc^en ifl) fo (affen flc^ au^ ben brei ©(ei. 
(jungen: 

cosa — cosb cos^c — sinb sine • cos A = o 
cosb cosa co«c — sina sine . cosB=o 
cos c — cos a cos b — sin a sinb . cosC=o 
(»ei ©tücfe beö 25reiecfeö eliminicen unb für jebe Duater# 
nion. bec Elemente a,b, c,A,B,C eine ©(eiebung bec(eiten. 

3 tt f a g. 25ie ©(eiebung : 

cosa — cosb cosc — sinb sine . cos A=so 
t(l in 95e(ug auf a unb A — ©tücfe, bie einanbec gegen, 
über (iegen — beflimrat; benn (ie giebt: 
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cos A = 


cos a “ cos b . cos c 
sin b sin c 


cos a =: cos A sin b sin c cos b cos c ; 

Q[fo fotoo^l A burt^ a,b^c; alö a buccb A,b,c uniiDcibeu^ 
tid.6(f{immf; toi« benn au4) rotoo!}( butc^ bcei ©tUen, 
buc(^ )toei @«(t(Q unb b«n «ingefcbioffimtR SBinfel ba4 iDrci* 
> tcf befiitnmt wirb. ^«jug auf b unb c aber/ b. i. in 
ISejug auf bi« ©eiten / beren gegenüberlicgenbe^sasinfel ni4>t 
in bec 0(eicf>ung enthalten ftnb/ Id§t fte 3wtit>tutigf«it JU/ in 
Ucbereinflimmung mit g. ©. $. 41. 

Senn {. 15. für c iff bie ©ieic^ung 

(cos A sin b) sine + (cosb) cosc = cosa 
bon btr gorm asinx + (Scosx=y, 


»el(^« ©(«ieftung, wenn j'(l/ nur einen SBert^ für x 


jwif^en o unb wenn aber y>/?, entweber iwei SBertb« 
ober feinen giebt/ jena^bem « unb y gieicbec ober efitge« 
gtngefe$tec ^ualitüt ftnb. Sieä auf bie ©ieiebung 
(cos A sin b) sin c + (cos b) cos c = cos a 


angewenbet/ ergiebt: 


1) SBenn 


cos a^cosb 


i|l, (abgefeben bon bec JO.ua< 


litüt) fo bot 0 nur einen SBertb; baä Sreieef if{ alfo be« 
flimmt. o^tc cos cosb, fo if{ a bem 0uabranten 


nübec ober eben fo.nab«/ alg b unb umgefebrt; alfo bureb 
)wei ©eiten o, b unb einen SBinfel A ba^ Sceieet befümmt/ 
wenn a ni^t entfernter bom Üuabranten ifi/ afd b. (g. ©. 
5. 29.) 

2) lS)enn cosa>co6b, a(fo a entfernter bom 0ua« 
bcanten iff/ a(^ b, fo bot c entweber jwei Sßertb«/ ober 
feinen; alfo iff ba^ Sreieef entweber jweibeutig ober 
unmbgiieb unb jwar {weibeutig/ wenn cosa unb cos A. sin b 
gleite 0ualitüt boben, ober — ba sinb ffet^ pofltib iff — 
wenn a unb A fimilar ftnb; unmdglicb/ wenn a unb 
A biffimilar finb. 
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ersitzt 11(4 älf« sau} einfach bic St^eorie btt 
$lnibisuitd( unb (Sirailaritdt. Denn ifl — borou^Sefeg^ bag 
cosa>»co8b, affo a bon bem iHuabranfen entfernter ofd b 
lg — baö Dreiect unni6g(i(4, fobalb A unb a bifjlmitar gnb; 
fo folgt, bag in jebem Dreieete bie bon bem 0uabranten ent< 
ferntere ®e’ite gieic^artig mit bem gegenüber üegenben SBin< 
fei fein mug. 

Da ber bem Öuabronten ndbere Sogen ben grügeren 
©inu« 4ot> fo l<5gt gc4 bog @efeg ber Sweibeutigfeit bei 
f);bürtfcben Dreiecfen gan| analog bem bei ebnen Dretecfen 
ougbrüefen. IRdmIieb/ ig a,b,A gegeben, fo gnbetnur 3mei* 
beutigfeit gatt: 

1) bei ebnen ©reieefen »enn a<b ig; 

2) bei fpbdrifeben .... wenn aiaa^^amb ig. 

§. 13. 

flufgabe* @ine 0(eicbung jwifegen jwei ©eU 
ten unb ben gegenüber liegenben SBinfeln auf« 
jugellen. 

3tufl6fung* 0tne 0(etcbung für bie ©eiten a, b unb 
bie SBinfel A,B wirb bag Stefultat ber €limination ber ©eite 
c aui ben 0(eicbnngen: 

coaa — cosbeose — sinbsincco? A=o (21) 
cosb — cosacosc — sin a sin c cos B == o (S) 
fein, in welchen bie Elemente a,b,c,A,B enthalten gnb« 
©iefe 0Umination (dgt geh inbirett folgenbermagen bewetf« 
geCigen. Die 0(eicbung (21) giebt: 

(cosa — cosbeose) =s sin b. sine .cos A. 

0rbebt man, um sin c bureb cos c augjubrücfen, beibe Sbeile 
auf bag Ouabrat, fubgituirt bann 1 — cos^c für sin^c 
unb bringt bie 0(eid)ung auf 92uO, fo erhdit man: 

(cos* b + cos* A sin* b) cos* c — 2 cos a . cos b . cos c 
+ cos* a — cos* A sin* b = o, 
ober, wenn in ber fiarentbefe cos*b, cos*A bur^ l-sin*bj 
1 — sin*A ouggebrürft wirb: 
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(1 — sin* b sin* A) cos* c — 2 cos a . cosb . cos c 
+ cos® a— cos* A sia*b=o, 
bie ©((ic^tttis mit (1 — sin* b sin* A) bicibirtt 


cos“ 


c- 


2 cos a . cos b 

9 t • • A • COS 0 *1 

l-sin*b sm*A 


cos*a-cos*A sin*b „ 

1 — ■ sin* b sin*A ^ 


aSfrwed)fert man ^ier a,A nii'f b,B, fo er^dit man bad SRe* ' 
fultat b«c ©leicbung (») nach benftlbeti Dpecafionen, ndmlic^; 


cos*c- 


2 cos a . cos b 

*.ü* COS C "i 

l-sin*a .sin®B 


cos*b-cos*Bsin*a 
i — sin* a . sin*B ^ ^ 


®a bi'e ©Itltbungen (€) unb (©) biefelbtn SBurjeln 
(cosc) ^aben miSjfen *), fo finb fie Ibentifc^, ba^et bie 
5(o(ffiji(n(cn in beibm bcc ©Utcbungt 


fofgt nun 


2cosa cosb ___ 2cosa cosb 
1 — sin* b sin* A 1 — sin* a sin* B 
sin* b sin* A =» sin* a sin* B ; 


*) ®of b(t fflttfe^ungtn (C) unb (®) in jebnn gatte einerlei ttButjeln 
enthalten tnttffen, jeigt foigenbe SBctracbtnng. aXan bemetfe jund(f)|t, 
baf bie S$infe( A unb B in beiben (S(ei<bungen nur burtb bie £Lua* 
brat) ihrer 6inuS unb ^ofinu$ <£infiu9 haben auf bie SSerthe cos 
eosc, )0ril(ft man co**A, cos*B burth üa^A, au$, fo hdngt 
co»c in ber ©leichung (ß) ab non cos«, coib, sioA-, in (<D) oon 
CM«, cosb, sinB. £)a |u jebem €5inu« ein frlher unb ein jhtmpfer 
ttBinfei gehdct^ fo erleibet coac feine SSetdnbcrong, menn A ober B 
einmal <i ^5 bann >i/r genommen wirb. — 3tt 
•inb<^«io«, fo i^ in (Z>)^ mo bie beftimmenben Stüde ■, b,.B 
finb, baO tt>rried jmeibeutig. . tt>ie beiben, ben 6tüden «,b,B genü« 
genben, iDreiede feien (gig. 3.) BGA, BCA', inbem BC=«; 
CA = CA'=b unb ttßinfet CBA=:B l|f. ®er ttSinfet A erhdtt' 
bie SBertht CAB unb GA'B, bie }u einanber Supplemente pnb, 
oifo gleiche Sinul hoben. ®ie Seite c crhdlt bie SBerthe BA,B A', 
bie feine anbetn, ali bie burch bie ttButjdn ber Steichung (®) bes 
fümmten fein fonnen. ®ie ©ieichung (ß) enthält nun bie bcjlim* 
menben Stüde ■, b,A, pon benen A jtoar nicht in feinem Sinus 
hoch on fich imeibeutig iß. TtuS tiefen Stüden aber ergiebt bie 
Jlonflruftion biefelben ®teiede BGA unb. BCA', wenn man A für 
bat eine ®reied fpih, für bag anbere flnmpf nimmt, ßd erhält 
alfo o biefelben SBerthe in (ß), wie in (®). 

3ft •inb^ima fo ergiebt fleh bafjelbe Kefoltat. 
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ba^ec • sin b . sin A sin a . sin B ; 

«ine ©leic^ung fdc a, b,* A, B. 

2)ie 93erg((i(bund bec obfo(u(«n,0(iebec in (€) unb (2)) 
erditbt baffdbe SttfuKaf. 

93eme(bf((t man in biefec })veit<n .^aupigleic^utts b,B 
mit c,C, fo ctWU man für a,c, A,C: 

sin a. sin C = siuc-sinA« 

<b«n fo füc b, c, B, C bie ©ieic^ung : 

sin b. sin C = sina. sinB. i " ' 

an« brei ©Uicbungen lajfen ficb fo iufamraenfaffen : 

sin A siliB sinC 

sina sinb sine ’ 

in ©orten : bie ©inuö ber ©Intel eineö 
feften jDreiecfeö ber|>alten fieft, wie bie ©inuö 
ber gegenüber liegenben ©eiten. 

2)ie Analogie biefeö fe^r einfacben ©efege^ mit bero ber 
> ebenen Trigonometrie: 

sinA sinB _ sinC < 

a b c ' 

i|l in bic äugen fadenb. 

3uf> 1* Sa bie ©leicbung sin a. sin B= sinb. sin A ober 

"s^^ = lauter @inu# entbdlt, fo i(l f!e jweibeu* 

fig, welcbe Ternion aud ben ©(erneuten a,b, A,B auch gege# 
ben fein mag; wiemobl baö SreiedE felbfl beflimrat fein 
fann. 3flo^ bem §. 12. guf. ouggefl>rocb«nen ©efe^e bet 
Smeibeutigfeit lügt ficb inbeg au^ bem ©inu^ leicht erfennen^ 
ob ba^ Sreied toirllieb itoeibeutig ifl/ ober ni^t. 

3uf. 2. Sa bie ©inuö ber ©infei fjcb »ie hiebet gegenüber* 
liegenben ©eiten berbalten/ fo (lebt berjenigen ©eite^ tvelcbe ben 
grbften ©inu^ bat/ auch ber mit bem grbgten ©inu^ behaftete 
©infrl gegenüber/ ober: ber bem 0uabranten nücbflen ©eite 
(lebt bet bem Sieebten nddjfie ©infei gegenüber, ^ieraud 
ergiebt ficb auch in Sfütfftcbt ber ©imilaritdt ber fpbürtfcben 
Sreieefe eine nicht unintcreffante Analogie berfelben mit ben 
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e6iuii ^ceie^tn.r SBii; n4ni(i(0 in ?6n(n SDteietfen, nur ber# 
{enise SBinfel/ »eld^rr 'brr drbgten @ei(e gedenubtcfle^enb 
ben sr6§(en 0inud ^at, int 3UIaemeinen fotoo^I fpig alä 
ftumpf frin (annf wd^renb bie übrtstn SBinfel immer 
flnb; fo fumt in fp^drifc^en SDreieden nur berjenige S33infefr 
welcher bem SHe^teu am ndefiften ifl/ bem a(fo bie ©rite mit 
bem grdgten ©inu$ SegendberfFe^t/ unb ber felbfi unter ben 
^infein ben größten ©inuel ^at, fomogt fpi$ a(^ '(htmpf/ 
b. i. fomogi gieicbartig ’ atö ungleicbactig mit ber gegenüber' 
liegenben ©eite fepn/ mdbrenb bie artberen SBinfel immer' mft 
ben gegenübertiegenben ' ©eiten gleichartig fein roüffen. 3t» 
beiberlei X)reicden i(l tß aifo nur ber mit bem grdgtett ©f« 
nu$ behaftete (ober bem ÖFechfen nd^ge) SBinfef/ btt fomoht 
fpig a(d ftumpff alfo in 0>hürifthen S^reietfen fotoohl gleich« 
artig - al« ungleitharfig " mit ■ ber gegenöberliegenben ©eite 
fein fann. ' • • , ‘ ' 


...; - . • : 14 . ■ ■ ■ ■ • 

. .. ...J -! 

Aufgabe* Sine'@,(ei^ung für smei ©eiten 
unb (»ei Sßinfel, unter b'enen ber non jenen 
•eittgefchloffene ifl;* ju finben; ‘ 


.,,9Itif(6fttng« €4', feien bie ©eiti^ ^,b unb bie SBinf^ 
A, c, für welche. eine, ©lei^ung gefugt. »erben foff., DFimlnf 
inan bie ©leichungen beg §. 12.» • ■ • • . . , . . 

. cosa— cosb cosc — 8mb.8inc.cosA=o (2() . 
cosc — cosacosb — sina. 8mb.cosC = o, (©) , 

in welchen bie ©lemente a,b,c, A,C enthalten ffnb, fo wirb 
« lu eliminiren fe^n^ um bie geforberte ©leichung ju erholten. 
3u bem@nbe fubgituire man in (31) für cos c ben aug^(©) 
ftch ergebenben ^erth cosacosb-f-sina sinb cosC, fo mie 

Sin iS fiiYi ') • 

für sin c ben aug ■ folgenben SlugbrueC 

8inC 8mA 


sin a . sin 
sinA * 


bieg giebtt 


Digitized by Google 



46 


' cosa — coib (cosa cosb + siaa sinb cos o 
sina.sinb.cos A sinC __ • 


cos A 


SIDj 


sinA 

$6(1 mott bi’e (Parent^tfe auf unb fegt föc cos*b, 

.l — sin*b,. cotgA, fo «rgiebt gebt .5 . 

«OS a siD*b - sin a sin b cos b cos C - sin a.siu b cotg A sia ^~o 
xnb attmt mit sinas^nb btbibirt a^tb t - 
' cotga«sinb — cosbcosC^— -^stpigAsiRCÄO*-, r> .} 
bit briUt^anpigieiebuns füt a^b, A>C. . n-'^.v. v,;i 

3u bief;ir 0iiiebung 9tb6rett fteb^ ÜttottraioBcn b<c 
mtn« a,b»c, A,B,C. , , ^ 

Sttfeg. JDie ©leiebungt j 

colga.sinb — cosb cos C-r- cotg Asm C=50i ■>' 

4g nitber für a unb A — {wri einanber gegenüberiiegrabt 
©fücf< bt« ©rtiecffö — begimnit; für b unb c abft; , Wr 
(tnanbrr nicht gtgtnäbergebtn/ (dgt ge Stceibeutigfeit ju ; benn 
für bfibe ig ge »on ber gorni a8inx + /?cosx=y. 0. für 
b bot man; 

r-ii- (cotg ä) b (cos C) cos b = cotg A sin C.' 

*■ I » 

Sbebtngung bec Un|tpeibeutig{«tt igr bag coigAsinC^^osC - 


obet/ wenn man mH sinC bibtbitt^ bag cotgA!^cotgC,' 

aifo, baf A bem SReebten tilb«/ nbec.ebin fo nabe, al6 C ft(. 
3»eibeutigfeit gnbet gaff, wenn cbigAsmC>cosC,' b/i'. 
wenn A entferntet »bin tRecbfen ig, attf C. ’ 3m lebfern galTe 
wirb bureb bie aRbglicbfeit beö ©reieefeg wiebet bie ©irailarl. 
tSt »on A unb a bebingt. S)iefe ©ietebung fpriebt a(fb ba< 
®efe| btt Bttei^ufigfeif nnb ber ©imifaritdf eben fo anb, wit 
We trge ^lauptgleiebung $.42. 

^nmetfung. ®iefe brftfe .^aupfglcfcbung fdieinf nicht fo 
einfaib für baO ©ebdebtnip ju fein, aW bie oorbetgebenben, ba bceier« 
lei gunftionen, @inu«, Äognut unb Äetongente in betfelben oots 
fommen. 6^ (ommt inbef nur bacauf an, bap man bie begimnts 
t e n ©tüef e (a, A; »on ben j w e i b e u f i g e n (b, C) unf etfebeibe, »a« 
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naif bm ® von bet Sletcb^elt unb 3t»e!betit{sftit bet fp^idfcben 
Dtefede (ehbt <11. Sejlhntnt {tnb biet immer bie etnonbet gesenfibei» 
(iegenben ®tfide (oetsL $. 12. äuf.)« iweibeutig bie anbetn beibeit. 
)Demnj(b|l bemerte man 1) baf von jebem befiimmten 0täde nur 
bie Jbötansente, von iebem jiveibeuttgen abet bet @inud unb Ko> 
ftnu« votfommt; 2) baf )Äe ÄotaiQente fi<b mit einem ©inu« jtt 
einem }weigliebci 3 en ^obutte vetbinbet unb jtoat mit bem ©inuS 
bei gleiebactigen ©tüdei (©eite mit ©eite, S^infei mit SSinfel)} 
bai bcitte {»eigüebiige ^robuft bilben bie nodb fibtigen Jtofinui, 
S) Uro bie ©leidbung auf S^uU ju bringen, fe^e man bie ^robufte, 
tteld)« ffiinfel enthalten, negativ. — .^ietnat^) laffen ffc^ füc bie 
fe&i £luatemionen : 

a b- A C 

a b B C 

a c A B 

a .c B C ' . -'j 

b o A B 
b c A C 

bie jugebitigen ©(eitbungen ficbet unb leirbt ftnben. — Segenbte 
giebtfür biefelbe ©leirbung folgenbe mnemonifcbe Sfegel: 1) „Ttmi 
„einet' ©eite a unb bem gegenäbetliegenben SBinfel A; aui einet 
„anbetn ©eite b unb bem onliegenben ISMnfel C; bilbe man bfe 
»fiftive ©leitbung cotgacotgA = eotgb cotgC, wobei bie fieinet» 
„SSurbflaben vot bie gtofen ju feben finb," 2) „2(uf beiben ©ei* 
„ten multiplijite mon mit »inb.sinC, fo b«t tnani , •? 

"cotg a . «in b . cotg A . sin C = cos b . cos C/' 

S) „3n bem etjlen Zf)tiU fonbete man bie fleinen SSu^ffaben v'ofi 
„ben gtopen, inbem man vot bie lebtetn bai 3«itb«n — febt; fo 
„bat man bie roabte ©leicbung." — 2)if obm angegebnen SDZerf* 
male mbtbten inbef föt ba« ©ebicbtnif unb föt ben ©ebtaucb be» 
queroet fein. ■ • " 

Stitfsabe. ©itit ©feitbung für bte brei!Bin* 
fei unb eiue ©eitt tti fpbürifcbtn £>ceit(fed iu 
f in ben. 

anfUfnng. Um für A,B,C,a eine ©leicbung ju er» 
ballen, braucbtman nur bie ©leicbnng für a,b,c,A 
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(. cosa — co8b^cö8C>~sinb.8inc.cosA— o ^ 

auf baj 9^o(arbrd((t onjutvtnbtn; fo et^^U man^ 4nb(m 
a,b,c^A refi». flegeti A,^, c",ä »erfauf^t »erben, 

cosA — cosB. C 08 C — 8iaB.sinC.co8a=o; ‘ 
mithin, ba C0sa=cos(7r>a)=-C08a unb siQa=siaa ijf, 

— cosA — OOS B. cos C -f< sin B. sin C. cosa =o> i 
ober cosA + cosB-cosC — sinB>8inC.co8a=o, • 
»el(br^ bte nerlangfe 01ei^ung t(l. 

jObnt pfiffe be^ ^ofarbreiecfei^ »ärbe bte 0fe(cbung (fe^ 
ergeben, »enn man auö ben 0(eicbungen für a,b, A,c unb 
a, b, B, c bie ©eite b eliroinirt. , güt a, b, A, C j(l bie 
©leicbnngj 

cotga.sinb — cotgAsinC — c6sC.cosb=o; (§. 14.) 
cosa sin b cos A sin C 


ober 


sin a 
sin B 


sm-' 


■cos C . cosb = o. 


(§. 13.) unb aiffei 'mrt sinA mullt* 

j 


gflr gefegt 
|>Ii4irt giebfs 

cosasinB — cos AsfnC— sinAcosCcosbcso} . 
fDerwecbfelt man bter a,A mit b,B, fo ergdtt man ba^ 9lefu(tat 
ber 0(ei(bundför a,b,B,C nach ^bnlicgen Operationen, ndmiiebt' 

' ‘ cosbsinA — cosBsinC — sinBcosCcosa=o> (0).' 
Um cosb au$ (91) unb (0) ju eliminiren, muitiplijire man 
(0) mit cosC unb obbire(0) unb (8); fo i(!: 

cosa sinB — cosA sinC — cosB sinC cosC 

— cos*C.cosa.sinB = o; 

ober ba^ erfte unb fegte 0(ieb jufammengejogen unb mit sinC 
bioibirt; 

cosasinBsinC — cos A — cosB cosC=o, 
ober cos A 4 . cos B cosC — sin B sinC. cos a=o. 

3«f* Söt A unb a ijl bie ©ieiegung be(!immtr'.benn 
man ergüft: 

cos A 4- cos B cos C 
COS a =s ■■ ' — — ♦ 

sin B sin C 

cos A = cosasinB sinC — cosBcosC. , 
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gut B unb C Idgt ge 3»«»t>euf(9ffit JU; beten @efe§ 
nebg bem ber ©imilaritdt gc^ tm'e §. 12. 3uf. gnbet. 

3 ur Uebergdjt geflen »ic fämnitlicbe ©Icicftungen für bi'e 
15 0 ua(ernionen bon a^b,c, A,B,C ^ier jufammen. 


1) für a, b, c, A 

2) — a,'b, c, B 

3) — a, b, c, C 


. . cos a — cos b cos c 

— sin b sin c cos A = o ; 
. . . cos b — cos a cos c 

— sin a sin c cos B = o ; 
. . cos c — cos a cos b 

— sin a sin b cosC=o> 


L 


4) — a, b,A,B sin a sin B — sinbsin A ; ober\ 

sinA sinB ^ sina sinA f 

Ü b^eC j 1% 5 • »y 

sin a sin b sin b sm B > 

5) — a, c,A,C sina sin C = sine sin A; l 

B) — b,c,B,C sin b sin C = sine sin B} I 


7} — a, b^A,C cotg a sinb- — cotgA sinC ^ 

— cosbcosC=o; 

8) — a,b,B,C cotgb sina — cotg B sinC 

— cos a cosC=o; 

9) — a,c, A,B cotga sine — cotg A sinB 

— cos c cos B = o ; 

10) — a,c,B,C cotge sina — cotg C sin B ^ 

— cosacosB::iF=o; 

11) - b,c,A ,B colgbsinc — cotg B sinA 1 

— >cosccosA = o; 

12) — b, c, A, C cotg c sin b — cotg C sin A 

— cosb cosA=o> J 

13) — a,A,B, C cosA + cosB cosC \ 

— sinBsin C cos a=o ; I 

14) - b,A,B,C .... . cos B 4" cos A cos C f 

— sinAsiuCcosb = o * 

15) — c,A,B,C ..... cos C + cosAcosB I 

' — sin A sin B COSC = o>j 

n. 4 
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$. 16. 

Formeln för ccc^twinFlige ©reiche, 

ixn en(tvtcfe((en ofec .^aupfglei’c^ungtn ergeben f!c^ 
für rec^twinflige Srcücfe f<5r einfache gormefn, tic l^re^ 
^dufügen ©ebrauc^^ nxgtn ^ter 6efon&erd oufjuf^eaen unb ju 
merfen finb. IDa in b(m rec^itoinfügen X^retede ber re^te 
ffiinftl immer gegeben i(t, fo bebarf eö juc SBefiimmnng bc« 
iDreie^e^ nur noch jmeier ©tuefe ; mithin {ur Slufidfung fol« 
d)er DreiecCe ©leicbungen, welche mit bem ©efu^ten nurbrei 
©tdefe entbniten t ba ber red)te SQ3infe( feiner goniometrifeben 
gunftionen wegen wegfdat. X)ie 3<>bi ber nufjulbfenben gdDe^ 
mitbin nueb^ber jur ^ufibfung nbtbigen ©leiebungen i(! ber 
^übl ber nuö ben ©leraenten a,l), c,A,b,C, unter benen C ber 
rechte Eintel fei, mbgiieben £Xuaterni 0 nen , wefebe C entbnl« 
ttn, gleißt oifo =10. ©iefe SSerbittbungen |Inb folgenbe: 
abeC acAC aABC 

abAC acBC bABC > 

abBC bcAC .cABC 

b c B C. 

Die SSertaufebung ber ©eiten ; fo wie ber SBinfel» befcbrdnft 
ficb birrf ba C unberdnberücb ifi> nnf bie Katheten a, b unb 
bereu gegendberliegenbe SBinfei A,B. Daher bleiben uon obi< 
gen 10 S^erbinbungen 6 übrig ^ al^ wefentiieb berfcbiebeni 
ndmiieb; 

l)abcC; 2) abAC; 3)acAC; 4)bcAC; 

5) aABC; 6) cABC; 

unter benen aud ber 2ten/ 3ten, 4ten unb 5ten bureb S3ertau* 
febung ber Katheten bie übrigen 4 erhalten werben. 

Sür biefe feeb^ SQcrbinbungen hoben wir nun bie aüge« 
meinen ©leiebungen ; 

% 

1) cosc — cosacosb — sin asinbsinC=o; 

2) cotg a sin b — cotg A sin C — cos b cos C = ö ; 

3) sin A sin c = sinasinC; ! 

4) cotg c sin b — cotg C sin A — cosb cos A=o; 
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6) cos A -f* cos B cos C — sinBsinCcosa = o; 

6) cos C 4* cos A cos B — sinAsinBcosc = o. 

3(1 nun C ber SBi’nfel, foairb cosC=o; cotgC=o} 
BinC=l; ba^tr ergeben f»£§ fuc ba« rejbtwinflige 2)reied b(t 
(infa(^en ©(ei’cbungen : 

1) cosc-cosacosb = o; ober cosc = cosacosb; I. 

2) cotgasinb-cotgA=3o; ober tangA = ^^5^. 

sinb 

3) sin A sine cs sin a; ober 8inAc=?^}lU. 

sin c 

4) cotg c sin b — cos b cos A = o j 

ober cos A =— 

lang c 

ö) cosA — 8inBcosa=o: ober cosA 

c= sin B cos a > V. 

6} cos A cos B — sin A sin B cos c = o > 

ober tangAtangBcosc = l} VI. , 

3uf. 1. 1) Slug cos c = cos a cosb (I.) folgt; 
Stnoebbem jn>ei eeifen beö re^twinfligen SOreiedeä glciebortig 
ober ungleicbortlg finb, ((I bie bn'tte <i7r ober >ijr, 

2) 3fug tangA=;H y ° (II.), fo aug cosAcs 

Sill D 

»inBcosa (V.) folgt, bag jebe Änfgete mit bera gegenüber» 
(iegenben SSinfel gletcbortig ig. 

Sluö cos A = folgt; 

tangc 

a) 3tna(bbem- eine Äotbete nii't ber J^ppotenufe glei'tbarttg 
ober ungicicbortig ig, ig ber etngefcblogene SBInfel fpi’ö 
ober gurapf} 

3g bie i&ppofenufe mit einem nnliegenben ?S5infcl gleich» 
ortig ober ungleichartig, fo ig bie on bemfelbcn SBinfel 
liegenbe Äatbete im ergen gaöe im onbern >i7r; 
c) 5g eine Äatbete mit bem onliegenben SBinfel gleichartig 
ober ungleichartig, fo ig bie |>ppotenufe ober 

' >Sjt. ©iefe 6d§e lojfen geh übrigeng aug 1. unb 2. - 
herleiten. 

4 * 
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4) tangAtongB.cosc=l folgt: 

a) ^ppotenufe i|l ob« >5:^, jcna^btra bit ött< 

liegenbtn ^infel gUic^« ober ungleichartig ftnb > < 

b) 3(i bie JJippotenufe mit einem anfiegenben SBinfel gleich« 
artig ober ungltichartig, fo i({ ber anbere anliegenbe ^in« 
fei fpi§ ober jlurapf. 

IDie in i, 3 unb 4 au^gefprochenen @dhe über bie @imi(aritüt 
im re^ttoinfligen SDrciecfe laffen ftch in einen 0ag jufammen« 
faffen* 93erfleht man ndmlich unter einer §oIge jmei ©eiten 
mit bem eingefchloffenen ^infel/ fo wie eine ©eite mit ben an« 
liegenben ^infeln; unter ^ed}fel aber bie brei ©eiten eined 
3Dreiecf4, fo toie bie brei SEinfel, fo fann bad ©efe§ bet ©irai« 
laritdt im rechtminfligeti »Dreieife fo auägefprochen werben: 

3enachbem jwei ©töcfe einer golge ober eined 
fffiechfeH/ woju ber rechte ^infel nicht gehört^ 
g(eid)artig ober ungleichartig finb/ i(t ba4 
britfe <i7T, ober >25 t. 

Suf. 2. ©ie ©leichnng IL iß für bc bie ©leichung III. 
für c unb bie ©leichung V. für B jweibeutig/ wie bag ©reiecE 
felbji, wenn eine Sathete (a) unb ber gegenüberliegenbe ffiinfel 
(A) gegeben ifl, immer jweibeutig i|l. (g. ©. §. 38 unb 41.) 

3uf. 3. ©ei ©ergleichung ber gormeln (I.) — (VI ) be* 
racrft man/ ba§ in brei berfelben fich jwei Tangenten finben/ 
nüralich in II, IV, unb VI ; in ben übrigen I, III, V aber nur 
©inu^/ ober ^oflnud. ©ine obllige Uebereinflimmung in feber 
biefer beiben Sibtheilungen lagt geh erreichen/ wenn man für 
ben ©inuä ober ^ognuä eineg ©ogend ober ©linfeig ben ^o« 
gnug ober ©inug beg ^omplementeg einführt; woburch geh 
auch jebe ilangente in eine ^otgngente oerwanbeln lügt. Sieg« 
men wir bie ©lei^ungen I, III, V unter ber gorm : 

cosc = cos acosb (I.)j sin a = sin A sin c (III.) ; 

cos A=sinB cos a (V.); 

fo ergiebt geh eine genaue Uebereingimroung berfelben/ wenn 
ge fo gefchriebctt werben : 
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*. 1. cos c = sin a’ sin V ; III. cos a*= sin A sine; 

V* cos A =sinB sina' ; 

»0 a', b' bfe Äoropleraenfe ber Katheten a, b b<beattn. ®ie 
^infü^rung t>on Komplementen betrifft habet nur unb f ebeö« 
mol bie Äatbeten. sWerfmurbiaee SaSeife »erben öucO bie 
01ei^unaent 

sin b = == tang a . cotg A (II.) } 

lang A “ ' 

cosA=:^^^^^ = tang b- cotg c (IV.); 
tang c 

tang A tang Bco8c = 1} Ober cos c — cotg A cotg B (VI) ; 
eben babureb bbDi’a fonforra, ba§ für febe Kathete boö Korn* 
pleroent berfelben aefegt »itb. ©enn man erhalt J 

II. cos b* = cotg a' cotg A ; IV. cos A = cotg b cotge; 

VI. cos c = cotg A cotg B. 

©0 rebujiren f?(b jene feebö ©leiebunaen ouf i»ei formen / in< 
bem In jeber ber erflc Sbeil ein Kofinnö ijl; bet jweite Sbtij 
ijf für I, III, V ein iprobuft jweier ©inu^ ; für II, IV, VI ein 
iprobuft |»eiet Kotangenten. SDiefer merfreörbigen Ueberein* 
jlimmung ber gor mein in jeber ber beiben Slbtbeilunaen mug 
eine Uebereinfliramuna in ber Sage ber jugebbtiaen @tu(fe 
entfpreeben. gn ben ©leiebungen IV. unb VI. bemerft man 
fogleieb» bag boö in bem erfien Xbeile befinblicbe @tü(f (A, c) 
unmittelbar jwifcben.ben ©tuefen (bc; ab) beö jroeiten 2bei* 
leö liegt, inbem oDe brei eine golge in bem oben (3nf. !♦) 
bejei^neten ©inne bilbenj in II. jeboeb i(l b bureb ben regten 
QBinfel »on a getrennt. 2)a inbeg bie gunftionen befS reebfen 
ffiintelö in ben gormeln nicht gegemodrtig ftnb, fo fann beti 
felbe bitr Sanj »eggelaffen unb bie Katheten a, b alö unmit# 
telbar , wie bie ©tiiefe einer golge , jufammenh^ngenb ange* 
fehen werben. 3nfofern nun laffen ficb bie ©leiebungen für bie 
golgen in D, IV, VI in ben oDgemcinen 2lu^bru^ jufammen* 
fajfen; 

1) SDet Kofinu^ eineö ©tütfcö ifl gleich bem 
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^cobufte au^ btn ^otangentcn bet (unttiCffeU 
bar) an bemfelben (iegenben ©tö^e. 

3n btn ©Iricbnngrn I, HI, V finbet bir« offenbar niebt 
(fatf, wenn auch btr rechte QBInfel bei ©eite gefegt toirb. ?Sie(< 
mehr liegen hier bie in bem jweiten Xbeile jeber ©leicbung ent- 
haltenen ©tude unmittelbar an tinanber (im ©egenfa|e bott 
II, IV, VI) unb machen ben Slnfang einer golge, bie febocb 
unterbrochen reirb bnrcb baö im erjien Xbeile ber ©leicbung 
entboltene ©tiid, »eicbeö eon fenen beiben getrennt i(l bnrcb 
einen jttif^enliegenben SBirifel ober eine anliegenbe ©eite, 
^ieraaö ergiebt ficb ober iuglel^ ber aOgemeine Sluöbrucf bec 
©leicbungen I, UI, V. 

2) ©er Äofinuö eineö ©täcfeö i|l gleich bew, 
SJröbnfte auä ben ©inuö bec oon bemfelben ge- 
trennten ©tücfe. 

Da in ben Xernionen ber ©lei^ungen I — VI olle mög- 
liche £agen ft breiec ©tüde bcÄ recbttolnfligen ©reiede^ boc* 
fommen, fo 0nb bie möglichen gdile ber Sluflöfung recbtwinf* 
liger in ben ©dgen (1) unb (2) enfbolten, bei benen nicht ju 
bergeffen i(l, bag (latt ber Äatheten immer bereu Äompleraente 
iu fegen (Inb* 

©leÄ ftnb bie 9?eperfdhen Siegeln, bon bem ©rpnbec 
ber 8ogoritbmen mit biefen jugleicb befannt gemo^t» (Miri- 
fici canonis logarithmorum descriplio^ Cap. 4.). 

2tnmerf. 1. ?8Benn blefe Stegctn fo borgetcagen werben: 

1) ©ec Äoftnuä be6 mittleren @tiide6 ifl gleich bem ^ro» 
bufte au8 ben Äotangenten bec anliegenben ©tftefe ; 

2) ©er Äofinu« beö mittleren ©töde« ifl gleich bem^robuEt« 
aus ben ©inuS ber getrennten ©tötfe — - 

fo i|l bec JluSbrud „beS mittleren" ©tödeS in (2) unbeflimmf, 
weil in ben ©leicbungen I, III, V bie in bem ergen Xbeile enthaltenen 
©töde c, a, A nicht mittlere ber jugebocigen Xernion fein f 6n« 
«en, wenn bie ©töde beS ©ceiedeS — mit Uebergebung beS rech» 
ten SBinfelS — ffir alle Xernionen nach einer unb beTfel» 
ben Siiebtung fortgejdblt werben;. waS boeb bie 85raudb6arfeit bet 
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9{«seln bebtnstn wüxtt. ^ieftr S3e!fä$ „mittlere" ifi aber au(^ 
ä&erfläfftg, menn bte Siegeln tote oben audgebrädt »erben. 

^nmetf. 2 . 6 in anbered .^ütfdmittel^ bie Socmetn fftr bad 
fp^lürifd^e re^tntinflige Sceied im ©ebdd^tnif ju bemalten, bietet 
bie ^Inatogie berfelben mit benen für bad ebne redltttoindige jDreied 
bar. ^enn an bie Formeln: 

sinAss — 1 cosA=i-} tangAss-^: cosA=sinB 

C C O 

tang AtangB=s 1 , 

(affen ffc^ bie obigen: 

. . sina . tangb . tanga 

sin As=-: — ;cosA = — — : tang Ass: -r-^; 

8 in c tang c sin b ’ 

cos A = sinB. cos a; tangAtangB cosc=lj 
«m fo leidjter fnfipfen, atd jene im ©runbe nur ©efinitioneh bet 
goniomettifd>en gunftionen jtnb unb leicht bef)olten »erben. 

' Sie 2 lnalogie bet gotmel cosc=cosacosb wnb bet für bad 
ebne tec^ftoinflige Sreied c*=a* + b* jeigt jt(b/ wenn man bie 
Aoftnud in berfelben burd[) @inud ober Sangenten audbrädt; nae^ 
bec gotmel 

cos*®=l — 8in*®=--; — 

14 - tang® cp 

SWon erhält bann: 

sin® c = sin* a 4 - sin* b — “ sin® a sin* b } 
tang® c = tang® a 4 - tang* b 4 “ tang® atang®b.' 

5(uf eine anbere 5öeife erf)(Slt man su bet gotmel 

a*==c® — b® = (c4-b) (c — b) 
bie analoge : tang® ä a = tang i (c 4 - b) tang i(c — b). 

_ cosc ' , , cosb — cosc . 

Senn ed ijl cosa=^;;^ 3 ^; ba^et 1 — cosa= unb 


baf)er 


1 — cosa 


cosb 

. , ' cosb 4 * cosc 

14-cosa = 5- , , 

cos b 14* cos a 

Cbet tang® 5 a = tang i (c + b) tang 2 (c — b). 


cos b 

cosb — cosc 

, • 

cosb 4" COS c ’ 


§. 17. 

2)a batf ßuttbrttnfenbcetecf bad ipolarbreiecf eined 
«cjttwinfiigen ijt, fo finb bie @eiten unb SBinfcl bed legtern bie 
Supplemente ber bed 0uabrantenbreiecfed. ©ar)tc erl)d(t man 
ond ben fit bad tecffiminflige ©reieef aufgefleUten gbrraelji 
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fofgenb« für bad Üuabranffnbrei'tcf, in ibdc^em bi« ®«rt« o 
<t(ö 0uabrant borau^gefc^t wtrb. 

1) COsCss: — cosA.cosBj 
taneA 
ainB ’ 
sin A 


2) tanga = 

3) sin a = 


4) 

5) 


cosa =• 


sinC 

tangB 


lang C * 

cosa = sinb«cosA; 

6) tang a lang b. cos C= — 1. 

©Ort bcf 5Bfr«aufd)ung ber eeiten i(l b«c Üuabranf c auSg«. 
fcbloflTen. 5Die Söcrfaufcbung bet «Ricbtquabtanten a,b in beo 
Sormein 2, 3, 4, 5 giebt bie übrigen 4 gormeln füc bie 2(af* 
lüfung ber 10 güffe, welche auch h«« möglich pnb. 

gi5r bie 0imi(aritat im 0uabrantenbreie(fe «rhdit man 
flui §. 16., 3uf. 1., bad ©efe§: 

3enachbem jwei ©tücfe einer goige ober ef. 
neS SBechfeU, worin ber Öuabrant fich nicht b«. 
finbet, gleich' ober ungleichartig finb, if{ baö 
britfe ©füd >f7T ober ' 


ÄHaemcinc Jfuflöfung ber fp^ürifei^en 
®rcle(fe. 

§. 18. 

©ie Siufiüfung ber rechtwinHigen (bhürifchen ©reieefe hot 
feine ©chwierigfeit , ba bie gormeln für biefelben fehr einfach 
unb für bie logarithmifch« 55erechnung bequem finb. 3nbem 
biefe baher übergangen wirb, fofl nur noch bie Slnwenbung bet 
»ier ^jauptgieichungen auf bie SMufföfung fchiefwinfliger ©rei« 
«efe tücffichtlich ber gufammeniiehung berfelben in ^aftoren 
mittelfl einjuführenber .^ülfSgrö§en gejeigt werben. 2)ie mtfg» 
(ichen 2iufgabcn bei 2Iufl6fung fphütifc()tr Dreierfe laffen fi<h 
nach ben Seenionen auä ben ©eiten unb SBinfein, burch »eiche 
ein ©reicct beftiramt wirb, auf fech« gdtte bringen. (£6 fönnen 
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öegeßcn fein: 1) bteiSeifen; 2) Seifen unb 
ber cingefc^Ioffene SBinfel; 3) eine Seite unb bie anliegenben 
SSinfel» 4) brei ^infel; 5 ) jnei Seiten unb einer berge» 
genäberliegenben Sßinfel; 6) jwei SBinfel unb eine ber gegen« 
äberliegenben Seiten. £)arau^ entfielen fofgenbe 18 3(ufgaben; 
Segeben if{ @efu^t toirb 


1) 

a 

b 

e . . 


B 

C 




(1) 

(I) 

(0 

2) 

a 

b 

C . . 

. . . A 

B 

c 




(UI; 

(III) 

(1) 

3) 

A 

B 

C ■ « • 

. • • a 

b 

c 




(111) 

(111) 

(IV) 

4) 

A 

B 

c . . 

• . . a 

b 

o 




(IV) 

(IV) 

(IV) 

5) 

a 

b 

A . . 

. . . B 

C 

c 




(11) 

(III) 

(0 

6) 

A 

B 

a . . 

• • « b 

e 

c 




(11) 

(lU) 

(IV) 


wo bureb I. II, III, IV bie J&nuptgfeicbungen ongebeutef f!nb, 
bureb »eicbc 0efucbte gefunben n>irb. 


€ r (I e r § a I l. 

©egeben : a, b, c. 

SDer Sßinlet A wirb buccb bie ^ormel gefunben: 


cos A — 


cos a — cos b . cos c 
sin b . sin c 


Set gogatitbmen »egen fe§e rann: 


fo ijl lang 9 


cosb=nsin9i; cos a = n cos 9>. sine; 
cos b sine cosb . 


n (sine. cos — sin (p. cos c) nsin (c — y) 

siub sine sinb sine 


cotgbsin(c — cp) 
sine, sin qp 

gut qp fann fogleicb bet fieinjie 5ßertb v genommen »erben. 
Senn bo im Slflgemeinen qp=r7r + qp' i(l, foifl: 

sin(e — cp) = sin(e — q> — rn) = sin(c — «p)eosr5tj 
unb sin qp = sin (cp + r jt) = sin cp- eos r jt ; flifo : 
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ein (c — <P) «in (c 

8 io 9 > 




sm 9 > 


2 luf bUfeI 6 e SBelfe »finbet man 


B unb C. SSort^eilbafter a(ä bitfe 3IufI6fun9f bei tvd^er 
man für einen SSinfel fecb^roal^ für aDe brei SQinfel jw5(fmal 
fluffcftlagen mu§f — finb bie §.28. für ainjA, coaiA, 
tangiA entmidelten gormefn: 

^^ sin j(a + b — c) sin i (a 4* c - 


alnSA: 




sinb sine 


cos 


.j^^* A»P^(<^ + b + c)sinj( b + c- 
* » . . sinb sine 




^ XA A /sini(a+b — e)sinl (ä + c — b) , 

• tong j V + 1, + c) sinife + b -.) ’ 

t>on benen bie legte mit flebenmalisen Sluff^iagen aQe brei 
?Binfel giebf. 

§. 19 . 

Btoeitergall. 

©egebenj a, b, C. 

1) güc A ergüit man ouä ber ©leicbung 

cotga sinb — cotgA ainC — cosb cosC = o 

bie gormel 

, cotß a sin b — eos C cos b 

cotgA= — 2 r-j; 

, ° sin 0 

©egt man gier colga = neosa); cosC = nsinqD; fo ifi; 

A . cosC ^ 

tang ®c= cos C. lang a: ns=-: ; unb 

° ^ * sm(p 

• ”sin (b — y) _ cotgC sin (b — y) . 

° sinC sin 9 * 

Ober tang ; »o toicber bet flein(ie SBertg 

oon 9 genommen toerben fann. 

2 ) gür B frbüit.raan auf biefelbe SBeife 

C * t/f 

tang B = ^ {nbem tangV’=cosCtangb. 

siu(a-~'VV 

3) 2)ie britte ©eife'^ c wirb auö ber ©(ei^ung 

cose=cosCsi'*^®®^nb + cosa eosb 
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flffunben. SRon ft$e cosC8ina=ncos<p; cosa=nsing)j 


cotea cos a _ 

0 iß tanß9= jv» 

W l||. ^ Q » gjjj qj, 

COS a . sin (b + y) 


cosC ’ sin<p 

cos c = n sin (b + qp)= ■ 


sin qp 


©ur* bie gormeln »on 9?epfr (§. 33.) fo mit burcft bie ©aug’* 
fcbtn (§. 32.) er(>dlt man auc^ fuc biefen galt eine bequemere 
Sluflbfung. 

, V ' 0'i 

• §. 20 . 

©rittet gall» 


©egeben: A, B, c. 

1) Um a SU ßnben, erbdß man au5 ' 

cotg a sin c — cotg A . sin B — cos B , cos c.:^ o 


•A nv)3 


coteAsinB + cosccosB 

bie gcrmel cotg a == 


in bet man cotg A = n cos qp ; cosc — nsinqp fe^en (ann. 


cos c 

©ann iß t«ngqp=tangA.cosc; 


unb 


nsin (B +• qp) cotg c ^ sin (B + qp). 

^ sÜ^ ’ . 


sinqp 


r> 4 “ 


ober tang a ^siu^B 4-^ ^ fieinße SBertb ton 


9 genommen »erben fann. 

2) gut b crbdlt man bierauö bureb .33er»ecbfefung 




3) gilt C bat man 

cos C = coscsinAsinB — cos A cosB. 

<5(bt man coscsinA=ncosqp; cosA=nsiuqp; fo erbdit 

man 


„ cos A. sin (B — qp) col^A. 

cosC= r— > »0 tangqp— 


sinqp . . 

©ie 9Rcperfd)cn unb bie ©aug’fcben gormeln ßnb bi« P 
tortbeilbaft, alö im Porigen gafle. 


% . 


1 .-'Ä. 
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§. 21 . 

SJiertetgall. 

©tgfben; A, B, C. 

gär bte ©eite a ^at roon bie Formel 

cos A 4* cos B cos C 

cos a = — — — , 

sin B sin C 

©(§t man cos A = n cos q> sin C ; cos B = n sin fo (rgfebt 

. cos B sin C cosB 

fl(9 lang 9=' 


cos A ’ 


n 


siu <p 


unb 


cos^a 




j.Qg _ nsin(C4-qn) _ cotgB sin (C + y) 
sin B sin C sin C siu g> 

©b(tt fo finbet man b unb c. 

Sluct> fann man ftcb b«r §. 29. aufgefleCfftn gormtln 
7ös j(A +C — B) cos|(A + B — C) ‘ 
sin B sin C ’ 

sin 3 a= a/ - cosITÄ+B+ C) coslC ß + C^^^ 

^ sinB sinC 

tane i a — 4 ^ ( A+B+C-) cos 3 (B + C - A) 

® V cos^ (A + C— B) cos3(A + B — C)’ 

mff btmftlben f8oxt^tiU, n>it ber 4^nli(()en im er(lcn gaCe, 
btbünen. 


§. 22 . 

Sönffec gall. 

©egtben: a, b, A. 

iDitf« unb ber folgenbe gafl ftnb bie jtweibeuf igen 
g5lle ber fpbdrifcb«« Srigonoraetrie, »eil ben gegebnen 
©tücfen jmei »erfcbitbene ©reiede cntfprecben fJnnen, unb 
jwar in biefem gaße, wenn sina<sinb i|t. 

1) SDet SBinfel B finbet ftcb nac§ bera ©inu^gefe|e 

D sin A. sin b 

sin a 

^)iet i|l nup nacb §. 12. 3uf. 

1) wenn sin a^ sin b i(t, B simil. b. 
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2) wenn sina<sinb, B iweiteutlfl r' fowo^I <i7r, 

ttW >5 jt. 

2) 0ec SBinfel C wi'tb bur^ bi'e ©leicbung 

cotga sinb — cotg Asin C — cosb cosC=o; 

ober cotg A sin C 4- cosb cos C=cotga, sinb, gefunben. 

©egt rann cotg A=n cos ()p; cosb = nsin 9 >; fo i(!: 

^ cotgA cosb cotgA 

tang® = — r^i— ; n= — — — - — > tinb 
° sinb sinqp cos 9 

n sin (C 4- <)5)= cotga. sinb, bager 


sin(C4-9>) = 


cotg a sin b lang b sin g> 


n tanga 

2Birb (C4-g)) burcb bejeitbneff fo i(l C=y > — <p, ©a 
C>o unb <TT fepn mug, fo ifl na^ §.9. für q> ber flelnge 
ffiertb q>\ für ^ aber bet fleinge ober bejfcn ©uppferaenf 
TT — VS boö ffir ein negotiecö V grfger, n wirb, jn 
nebracn. ©itfe 3ro«»l>eufigfeif beö yt entfegeibet fieg nun nach 
9. unb 12. fo'; 


1) SBenn sin a sinb ; 


fo i'll ienoebbera A j b. 

2) Sajenn sina<;b; folg V' jwfibeutig. 

entgeht noch ble grage, welche iSBertbe Pon B unb 0 (ra 
{weibeutigen ^aOe ju einem unb bemfelben SDreiede geboren. 
£)ie ©ntfebeibung ig: ju bem grbßeten C gebart bad mit 
A gleicbartige. B. 

25enn eö feien (gig. 4.) ABC unb AB'C bie beibeit 
)Drtitdt, welche au^ a,b,A geh fongeuiren lagen, unb jwac 
fep AC=b; CB=CB' = a; CAB = A. ©aö Pon C auf 
AB gefällte iperpenbifel CO fäflt bann |wif^en CB unb 
CB'j bahec ig CBA simil. A (g. §, 39.) unb CB'A 

dissimil. A; alfo ba^ grbgere C, nämli^ ACB, {u Pem mit 
A gleichartigen B (CBA) unb baö Heinere C (ACß') ju bem 
mit A ungleichartigen B (CB'A) gebbrig, ' 

3) ^ie ©eite c gnbet geh aul bec ergen J^aupt« 
gleichung: 
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cos A sin b sin c •{- cosbcoscsacosa. 
ni<UI cos A sin b= neos g>; cosb = nsmqp; fo Wirb; 


Itanggi 


colgb cosb 

= — • TI =S 


sin (c + ?i) = 


iTj n = 
cosA ’ 

cos a sin q> 


smg> 


unb 


cosb 


habet c=yi — f wenn c + 9 >=i;> gefegf wirb. S5on tp unb 
q> gilt ba^ in 2. benttrfee. £)ie ^ntfebeibung bet 3n’<ii>eutid« 
feit beä yf ifl b^er biefelbe/ wie oben. 

1) 3fl sin sin b, 


fo ifl fenaebbem A jSLilj ^ 

2) 3(1 sinac^sinb; fo ifl yi jweibeutig. 

3m (extern SaOe gebbrt bad grbßece c ju btm st6§eren C, 
aifo }u bem mit A gieiebartigen B. 0inb atie brei 6tücfe 
B, C,c ]u berechnen/ fo lann man auch/ naebbem B gefunben 
tfl/ für C unb c bie Sleperfcben gotmeln anwenben. iDoeb 
mdebte / befonber^ wenn ein jweibeutiger §aD noDfldnbig auf« 
gelbfl werben foOte/ bie hier angegebene Slufibfung für{er fepn, 
ba man für beibe S)reiede nur achtmal aufjufebiagen braucht. 


§. 23. 

©ecbfler galt. 

©egeben: A, b, a. JDiefer gaO wirb gan| wie bet bor« 
bergebenbe aufgelbfl. 

1) gilt bie ©eite b ifl 


. . sin a . sin B 

sinbs= : — 7 ; 

siuA ■ 


1) 3(1 ain A ^ sin B ; fo ifl b simil. B. 


2) 3fl sinAc^sinB; fo ifl b jwetbeutig 

2) göt c wirb aug ber ©feiebnng 

cotg a sin c — ^os B cos c s=s cotg A . sin B, 
wie im hörigen gaDe gefunben 

C = V + 9>, 
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(nbm tang<p=tanga.c©sB; sin 

9)?aii ^at 5 iec wieber für 9 ben (Utnf!<tt }u nt^men ; 
für baö iweibeutige 9 aber ifl bie €ntfcb(ibung: 

1) sinA^sinB} 

fo ifl 9 >3«^» fenacbbera a 

2) 5Bcp’ sinA<^smB jjl, fo ifl 9 jweibeutig. 

3m {toeibeutigen gaOe grbbrt hier baä Heinere c unb baS 
mit a glei (bärtige b ju einem S)reie(f(: toie ftcb burcb 
bag ^olarbreiect auä bem fünften gaUe ergiebt. 

3) §ür C ifl bie ©leicbung 

cos a sin B sin C — cos B cos C =: cos A, 

ouö bet ficb ergicbt : C=iii-{-<pi inbem lang 9 


sin 9 : 


cos A sin 9 
cos 15 


1) sinA^sinBj 


fo ifl fcnacbbera a B- 

2) 3fl sinA<;sinBj fo, fann «nb 

>37r fein. 

3m jtoeibeutigen gaDe geb$rt ba$ Heinere C ju bem flei« 
neren c unb ju bem mit a gie {^artigem b. 


©Ici^iungcn für fünf unb für fec^§ ©fficfc 
be§ 2)t:cic(fc§* 

§. 24. 

' ^n^ ber SSerbinbung ber öier J&auptglei^ungen, bie nur 
öier @tü(fe beö ©reredeö entbniten, (offen ficb für fünf unb 
für oUe fecbö ©tüde beffelben übnlicbe ©(eicbungen ob(ei(cn, 
bie foroobl an unb für flcb, o(^ für ben trigonometrifcben 
Äolful überbonpt bon SBicbtigfeit (inb. 
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I. göt fünf ©törfe. 

1) gilt bret ©eiten unb jtoei SS^tnfel. ' 
©t^t man in bec ©ieid^ung für a b A c 

cotgasinb — cosbcosC — cotgA 8inC = o; 


ober 


cos a sin b 
sina 


cosb cosC 
sin c 


cos A sinC 


= o; (2J) 


für ben SBert^ 

' sinA sina 


sin A 

ein unb rouitiplijirf 91IIed mit 


sina, fo er^^it man: 

cos a sin b — sin a cosb cos C — sine, cos A — o; (A.l.) 
Surc^ iSectaufc^ung non a,A mit b,B er^ült man 

sin a cos b — cos a sin b cos G — sin c . cos B = o ? (A. 2.) 

2) gäc brei SSJintel unb |wei ©eiten. 

SBitb in (31) fut eingefeßt unb 9ine3 mit sinA 

^ sina » sinA 

multipüiirb fo credit man: 

, cos a sin B — cos b cos C sin A — cos A sin C= o ; 
ober cos AsinC + sin A cos C cosb — sinBcosaa=o;(B.l.)^ 
unb burc^ SSermec^fcIung non a,A mit c,C 

sin A cos C + cosA sin C cos b — sin B cos c = o ; (B. 2.) 
gär bie m6g(id}en iSerbinbungen ju fänfen and ben €Iemen« 
ten a,b,c,A,B,C ergeben peft baber au^ (A.l.) bureb SSer* 
taufebungen foigenbe ©leicbungen: 

1) cos a sin b — sin a cos b cos C — sin c cos A= o ; 

2) sin a cosb — cos a sin b cosC — sin c cosB = o; 

3) cos a sine — sina cos c cosB — • sinbeos A=o; 

4) sin a cos c — cos a sin c cos B — sin b cos C = o >. 
j» ö) cos b sin c — sin b cos c cos A — sin a cos B = o ;\ 

6) sin b COSC — cos b sine cos A — sina cosC = o;^ 
unb aud (B.l.) 



1) 

cos A sin 

B + sinAcosB 

COSC — sin C 

cos a = o 

2) 

sin A cos 

B + cos Asin B 

cos c — 

- sinC 

cosb = o ;l 

3) 

cos A sin 

C -j- sin A cos C ( 

cos b— 

- sinB 

cosa==o;- 

4) 

sin A cos 

C -j- cos A sin C 

cosb- 

— sinB 

cpsc=o/ 

5) 

cos B sin 

C 4- sin B cosC 

cosa- 

-sinA 

cos b = o ;% 

6) 

sin B cos 

C 4“ cos B sin C 

cosa- 

-sin A 

coscs=so;j 
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SDöf bi« jweife 9lef&« (B) auö b«c «t|i«n (A) burc^ baö 
(arbreüd ec^aUtn tvicb/ {eigt f?c^ auf ben trfltn SDiid. 

§. 25. ■ 

gür bi(fe(b(ti fünf Qtüdt «cgiebt f!^ ein {weitet 2)o)>pei« 
paar bon' ©{eirunden au^ ber (rjien unb bierten J^aupt« 
gleicbung. 

1) güc a,b,c, A,B. 

9}{an nrnitiplijire bie ©leicbuns 


cosAsinbsiac cos b cos c 

sin B 


sin 


: cosa 
sin A 
sin a * 


mit «»..)£ 
fo er^üit man t 

sinB(cosAsinc4*cotgbcosc)=sinAcotga} (C) 
^ 2) gur A,B,C, a,b er^ült man auö bec »orftebenben 

eine ©ieiebun^, nenn biefelbe auf ba$ ißolarbreiecf angemenbet 
mtrb; nümlicb: 

sin b (cos a sin C — colg B cos C) =: sin a cotg A j (D) 

ober man mulciplijire bie oierte Aauptgieiebung 


cos a sin B sin C — cos B cos C 
sin b 


mit 4*fc.... »i> ~ 

sinB 

Succb SSerwe^felungen erbüit man mie 
au^ (C) 

1) sinB (cos A sine + cotg b cos c) = 

2) sin C (cos A sin b + cotg c cos b): 

3) sin A (cos B sin c + colg a cos c) 

4) sin C (cos B sin a + cotg c cos a) 

5) sin A (cos C sin b + cotg a cos b): 

6) sin B (cos C sin a 4- cotg b cos a) = 

aug (D) 

1) sin b (cos a sin C — cotg B cos C) 

2) sin c (cos a sin B — cotg C cos B) 

3) sin a (cos b sin C — cotg A cos C) 

4) sin c (cos b sin A — colg C cos A) 

5) sin a (cos c sin B — colg A cos B) 

6) sin b (cos c sin A — cotg B cos A) 

II. 


= cosA 
sin a 
sin A* 
obent 

= sin A cotg a} - 
^ sin A colg a;i 
= sin B colg b;( 
= sin B colg b 
; sin C colgc A 
sin C cotg c;J 


(C) 


sin a cotg A j'j 
sin a colg Au 
sin b cotg B;f 
= sinbcotgB;| 
-sin c cotg 
: sine cotg 
ä 
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2fnmetf. ©i» ©Ui^ungen biefrö §, |inb but<^» ©elatn= 
bte beJannf gtwotben, bfr |te bei entmidelung bet ttigonomelrf* 
f4)en ©iffereniiate anmenbet. 


^ §. 26. 

/ n. Sör fec^d @täcte. 

1) Stimmt man bie erfle unt> bie oierte |)auptd(ei($und 
cos a =cosAsmb sine -f- cosbeose; 
cosA=cosasinBsmC — cosBcosC; 


unb muUipIüirt btt erfle mit cosA, bie jweite mit cosa, fo 
geben bie |toelten £&eile bie ©(eic^ung . . 

cos* Asinb sine + cosAcos bcosc = cos*a8inBsinC 

— cos a cos B cos C ; 

ba{U bie @iei(^ung sin* A sin b sine = sin* a sin B sin c 
Obbirt/ welche auä sinAsinb=sinasinB unb 
sin A sine = sin a sin C folgt/ giebt 
sinb sine + cos A cos b cos c = sinB sinC 
— cos a cos B cos C (E). 

SQie biefe ©lei^ung für b,B unb c,C fpmmetrifcb ifi/ fo etf 
^dit man fie für b, B unb a, A, fo reie für a,A unb c,C 
burc^ ge|)6cige SSerwec^felungen. ©iefe birei ©ieiepungen ju« 
fammengefleCt ^nb ; 

1) sin a sin b + cos a cos b cos C = sin A sin B^ 

— cos A cos B cos c ;/ 

2) sin a sin c + cos a cos c cos B = sin A sin Cl 

— cos A cos C cos b / ' ' 

3) sinb sine -4* cosb cosc cosA = sin B sin CI 

— cos B cos C cos a ; j 

2tnmetf. (Sagntoli l^at biefe felf)c einfache Soemet jueefi 
befannt gemacht. 




2) 3inbere ©iei^ungen {toifdhen fech^ @tü(ten ethcllt ^ 
man auä ben gormeln beä 24. 

sin c cos A=>cos a sin b— sin a cosb cos C; (A. 1-) 
sin C cos b = sin A cos B + cos A sin B cos c ; (B. 2.) 

»Die Quotienten aud bem erflen Sheife bec einen unb bem 
{»eiten ber anbern genommen/ giebt: 
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sinC cosb 


__ ginA cosB+cosA sin B cos c 


• COS a sin b - sin a cos b cos C 


sine cosA 


aä&fft unb 9?enner (m erjltn S5eile butc^ cosb, tm jwfiten 
burc^ cos A bititbirt, giebt bt< ©(eiebung 

sinC tangA cosB +cosc sin B ^ . 

lang b cos a- cos C sin a sine » v * •/ 

burcö ©«»«^»felung »on a, A tm’f b, B man ^ifja; 

tang B cos A -l-cos c sin A 

lang a cos b - cos C sin b sine 


(F.2.) 


iDiefe ©leicbungen eegtben bnre^ !Dit)tf!on : 

tang a. cosb -cos C sinly tangA cos B -|- cos c sinB 

tang b . cos a - cos C sin a tang B cos A + cos c sin A* 

^ieftlbe ©ebonblung bec ©(eiebungen 

sin c cos A= cosasin b — sin a cosb cos G> (A. 1.) 
cos a sin C = cos A sin B sin A cos B cos c ; (B- 1.) 
ergiebtt 

sinB+tangA cosB cosc 

sin b- tang a cosb cosC sine 

unb 

sin C 


sin A + tang Beos A cos c n\ 

■ ♦ f 


sin a- tang b cos a cos C sine 

Sluö §. 24. (A.l.) unb (A.4.) erb^It man auf biefefbe 5SBdfe; 


cos C 


sinacotge — “cos a cos B 

i CH) 


cos a - sin a cotg b cos C cos A 

9Iuö<A.3.) unb (A.6.) folgt; 


cosC 


cos c — cos A cotg b sin c ^ 


cos A 


; a.) - 


cotg a sin c — cos B cos c 

9lu« (B.I.) unb (B.6.): 

cos C cotg C sin B 4- cos a cos B 

cotg A sin B 4* cos c cos ß cosa 

»Die 93erbinbungen biefet 2lrf lajfen ficb noc^ »ermebren unb 
abtlnbtcn ; fie inbebfen inbe§ nuc feiten Slnwenbung ftnben. 

*) Cb«nfaU« con Delambte cwÄbnt in fein« Äftronomle. 

5* 


Digilized by Googie 



$. 27. , 

3) €5<6f man in ber ©(ficftung §. 25. (C.6.) 
sinB cos Csin a + sinB cotg b cos a = sin C cotg c ; 
füc sinBsina baä g((i4)e sinAsinb, fo fi^ 

0til(!e/ ndtnlic^: 

sin A cos C sin b + sin B cotg b cos a = sin C cotg c ; (K. 1.) 

bi'e SSertaufc^ung bon a, A mit b, B giebt : 

sin A cotg a sin b + sin B cos C sin a = sin C cotg c ; (K. 2.) 

Sluä §. 25. (D. 6.) finben ft^ bur^ d^nlit^e 3(tnberung bie 

©(etcbungcn 

sin a ces c sinB — sin b cos A cotg B=sin c cotg C 5 (L. 1.) 
sin a cotg A cos B — sin b Cos csin A=- sin c cotg C; (L. 2.) 
bie übrigen^ ba^ $o(acbreied au^ unb (K.2.) ergiebt* 


gormeln ffit ^>albc ©eiten unb SBinfel, fo 
n>ie f&b ©ummen unb ^iffecenjen mehrerer 

©tficfe. 


S. 28. 

iUuä ben bibbte enttoicf eiten ©leicbungen/ netdie nur 
gunftionen ganjec unb ein j einer ©tücfe beb 2)reie^eb 
entbalten/ laffen für .^ülften einjelner ©(tiefe unb für 

©ummen ober £>if(ren{en jtoeier unb mebrecec ©tüife jum 
Sbeil febc elegante 31ubbrüdle btdtiten ; bie nicht nur für bie 
Sluflbfung fpbürifcher IDreiede uortbeilboftf fonbern auch füc 
bie fphürifche ©eometrie überhaupt fchc wichtig finb. Die ©n(* 
wiefelung berfelben beginne mit einer Umformung ber erfien 
.^auptgleichung ^ bie auch alb einzige ^-unbamentalgleü 
d)ung betrachtet werben fann^ unb jwar mit ber Slufgabe; 


Slub ber gorrael cosA= 


cosa — cos b cos c 
sin b sin c 


onbere für siniA, cosiA, tangiA h<rinltittn. 

1) güc siniA. S)7an {iehe beibe ilheile ber ©leichung 
cos a — cos b cos c 


cos A^ ' 


sin b sin c 


bon 1 ab, fo erhült man; 


Digitized by Googl 



69 


-cos 


A=1 


OOS a - cos b cos c sinb sinc+ cosbcoso-cosa 


sin b sin c 


sin b sin c 


__ cos (b — c) — cos a 
sin b sin c 

©e§t man b — 0 = 1 /*; »=?’> fo cos(b — c) — cosa = 

cosip — coa<p (§• 2, 46.); 

ta^er: 

, , 5sin?(a + b—- c) sin5(a + c-^). . 

1 — cos A 2 nru-TTT: » 


ba^tr: 


sm 


_ sini(a + b — c)sini(a + c — b) . 24.) 

sin b sin c 


Ober; 

^ _^sin j(a + b — c)sin j(a+c — b). ^ 

V sinb sine 

toelcbc gorracl jur SStrei^nung eineö SäJinfelö fluö brer ©ei» 
ten bequem i(t. 5Daö $SBurie4eicben i(l nur pojiti»f ba 
siniA nicbf negatit) fein fann. 25ec ©inuö felbjl iji ebne 
3meibeutigfeib ba Ac^n; iAc^in, olfo 5A bet Heinjlc ju 
bem ©inu^ 'gebortge SBinfel ifl. 

©uteb SBecmecbfelung non A,a mit B,b unb mit C,c 


erb^it man für B unb C : 

8miB=Y^^^lIE±I 


- a) sin j(b+ a — c) . 


sin a sin C 



SBan bemerfe, ba§ in ben Srinoraien a+b — c, a + c b, 
b-j-c — a, iebeömol bie ben auöjubrötfenben Sßinfel eins 
fcbtie§enben ©eiten fubtraftib (ieben; bie bemfelben gegen» 
übetflebenbe ©eite non bet ©ubtroJtion anögefcblofft” bleibt. 
2) Sur cosfA. 

SSJenbet man bie Sotrael fut sin JA auf ba^ SRebenbreieef 

Sa jJ y i 

a b c J «n, fo i{l^ 

AB C * 
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sin j ~A = — c)sin j(a + c — b) 


obtr: 


sin b sin c 


sinji {"T—. A) — a — b — c)siti j(b + c — a) 
^ sin (tt — b) sin c 

ba^tr : 

— y/ äin i (a 4- b + c) 8inj(b4-c — ä) . (2.) 


COBi 


sin b sin c 
cosa — cosb cos c 


an« t« g»rm.l conA^^"’“- „MK moti 

810 b Sine 

brnfe(6<n 2(u«brucf, wenn ju beiben Xbcifm 1 «bbi’rf »irb. 
9B<5brenb in ber gornitl für sin JA bie gegenabrrliebenbe 
©ei(e a non b« ©ubtrortion auSgefcbloffcn i(l, fo pebt fie 
biec alltm unb nur einmal fnbfraftiö. 
giir B unb C ifl ba^er ; 


co 8 JB=y/; 


sin j(a 4~b-j- c)sin*(a4 - c — b) 
sin a sine ’ 

■e) 


/ ^"^Ca + b+c)sinil(aH- b- 
^ sin a sin b 

'I*' ® 

4.ne;A=VgS ^^-^>^:"*<‘t ££^ (3.) 

“ “ ▼ sin 2 (a 4- b + e) sin J (b + e — a) 

‘ ° ▼ sinj(a4-b4-e) sinj(a4-e — b) 

' /8jn4(«’ + b — a)siniCc + a — b) 

— V siniCa + b + c) 8inJ(a + b— e)' 

3ur 55crf(J)nun9 ber SBinfel au^ ben ©eiten ftnb biefe gor« 
mein befonberö nortbeilbafb ba fie baö ©efueftte burd) ^£on» 
genien, nlfo febürfer olö bureb ©inuö unb Äofinu^ befitro# 
men. 3ur bequemem S3ered)nung ber Srinomien 

|(a + b — c), iCa + c — b), J(b + e — a) fe|e'man 
§(a4-b + c5 = p; bann ifl §(a + b — e)=p — c; 
f (a-f-c — b) = p — b; i(e+b — a)=p — a;aIfo: 
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» 8111 b sine 

coslA^v/^ ; 

V sinbsiuc 

tang (P- £-l 

» sin p. sin Cp — a) 

4) 8inA=2siniAcosiA 1(1, fb ec^dlt man an« 
(1) unb (2) . ^ 

. 2 K»in j|(. 4. b + c) »Inj (a4.b-c)8m f (t+b-h) Bin j (b+c-»^ 

A ■■■ liu b siu 0 

Sie unter bera ffiJurjeljeic^en jie^enbe ©r6§t anbert ft(^ nic^t, 
wenn mön bie ©eiten a,b,c t>erwec(>felt. 

S3eiei(ftnct man tiefen fpronietrif(^)en Sluöbcucf mit g, 

2 ß 

fo ifl sin A = — : . 

' ' sinbsinc 

Sure^ SSertoufc^ung sinB="^.^^^.j^~ ; {*■) 

. . _ 2 g 

sin a sin b 

Sibibirt man tiefe ©lei^unaen refp. but(% sina, sinb, smc, 
fo er&dit man: 

2 g sin A sinB ___ sin C 

sin a sin b sin c sina sinb sine 

3nbem fic^> ouf tiefe SBeife bie jweite ^auptgleic^ung er. 

, sin A 

siebt, ifl ti nicht uninferepnt, bie Quotienten 

^ =;= bem fpraraetrifchttt Sluöbrucfe 
{u ftnben. 

3tnroecf. S5el ebnen Sreieden geben bie gleichen Quotienten 

a b c 

- sin A ’ sin B ’ sin C ’ , 

a . b • c 

y Qa+b + c)(a + b— c)(a-|-c — b) (b + c — a) 

ben Sutchmejfet beö umgefcl)riebenen Greife«. Söie fi<b bief bei 
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fpf)ärif(^en ®re(ccfen »it^ »eiter untfn in SJftrad^tung 

fommeti, 

§• 29 . 

Q(u^ ber bleri^n ^aupt$feid)ung 

cos A + cos B cos C 


cos a 


sin B sin C 

(a|r<n‘ ficft für sin^a, cosfa, langia d^nfic^f gemern ^<r» 
feiten, bte inbeg auä ben fcf)on enttvicfeften einfacher 
mitteiß beö ipolarbreiecfeö ergeben. SBJenbef rann ndnilic^ bie 
©feicfjungj 

1) sin i A + S - f 

» - sin b sin c 

f ^ b, C T 

auf bflS $oIar.3?ebenbreie(f sA, B, C 5 on, fo ij!: 

^ a, b, c 3 


+C — B) sin j(A + B-^C) , 
^ sin ß sin tJ ’ 


ober: 


cos 


«tnüf^_.WY^ si»K^-A+<-:-B)sin*(^-A + B-C) 

^ sin B sin C ’ 

ba^er: 

X _ . /cos s ( A + B — ■'C) cos i (A+C^) , 

|a-V sinBsI^re ’ 

^ier ffcbf alfo ber ber ©eite a gegcnuberliegenbc Sßinfel A 
n i t fubtroftit). ' gut b unb c i(l baber ; 

Aosj(B + C--A)cosi(B+A-C) 

^ sin A sin C * 

cos * c = + B — A)cos5(C + A — B) 

■ V sin A sin ß 

2) J)ie ©icicbnng 

cos i A v/ ^ +£± } 

“ sinb sin c 

«uf bafTelbe IDreiecf (o b c) ongetoenbef, giebt: 
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cos 


— \/ sin j(B + C — A) sin j(B+ C + A) 
^ ' sin B sin C * 


ober: 

cos 5 (tt — 

^ sin B sin C 

Wun i(l sin(« + jTi) = +COSO, 

ba^tti 

slnäa + B + C) cos j (B+ Ü-A) , 

V , sin B sin C * 

€6en fo : 

cin|b — y/ '^o^^CA + B + C) cos ^(A+C-B) 


sin A sin ' 


unb 


sin i c = \ / - cos 2 (A 4- B + C) cost ( A+B — C) 

» sin A sin B 

©a bie ©urame bet ®(nftl gr6gcr of^ jwei Sflccfttc i(l (g.' 
e. §. 24.), fo ift 5 (A + B+C)>i5r; dfo cosf(A+B+C) 
ncgatit), unb — cos^(A+B + C) pofitiö. SDag.oucft bie 
Äofinuö »on §(A+B — C), §(A + C — B), 3(B + C — A) 
immer pogtit» fein mügen, ge^t barau^ ^etpor, tag bie 
©utnme {tpeiet ^infet ben britfen um menigec al$ jmei 
Siechte übertrifft (ib. Juf. 4.) 

3) güt bie i^angenten bet l&o(ben ©eiten er^dtt man 

oug (1) unb (2): 

tanff ? a = *. / " cos^(A + B + C) cos j(B + C-A) . 

V cos^rA+C-B') cos^fA + ß-C) ’ 


tangib: 


cos4(A + ^“ß) COS 2 (A + ß-C) 

.* /- cos4 (A+ B 4- C) cos4(A4~ C~ ß) , 
’V cosi(B4-C — Ä) cos4(B4*A-C)’ 

/-co s4(A4^TC)7o7rC A4-,^ 

tangic V“^si(C4-B-A)cosi(C4-A-B) ’ 
t»el(^e gormeln für bie 3luflofung beö galle^ §. 21. »ort^eiU 
^aft gnb. ©e§t mon ouc^ ^ier i(A4-B4*C)=P» fo toirb 
j(A + B — C)=;=P — C; U. f. TO. unb 

. X / — cos P. cos (P — A) 

angia— y — (p_C), 

»obut^ bie numerifc^ie SBereclinung nbgefürjt TOitb. 
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4) ^robuff 2sin§a cosfa gi'tbt ^i’et fäc sin a 
(tlun d^nii'c^en Slu^brucf wie oben für sin A gefanben würbe ; 
ndraHcb: 

27 ^ -co«j(A +B-|-C)c<Mj(AH-R -C) cosj( A-^C-B)G<Mj(B>4>C— A) 


sina: 


sin B sin C 


SBirb bie fpraraetrifefte 2BurjeIgr6ge bureb G bejei^net, fo i(l 
2 G 

' sinJB sin ' ü * ^ ® *'^^^** 


sin a: 


wecbfelung: 

sinb : 


2G 


smc = - 


2G 


ba^er 

folglich 


sinAaiuC * “ ~ sinAsinC * 

2 G sin a sin b sin c 

sin A sin B sin C * 
sin a sin b sin c 


sinAsinBsinG 

2G 


ober 


sin A sin B sin C 2g 

4Gg=sinA sinB sinC sina sinb sine. 


; (§.28, 4.) 


ö) aittö sinA=— . ■ (§. 28, 4.) unb 

sin b sin c ' ' ' 


sina 


2G 


folgt : 


g.sin^ 5i2_— !*!L? ^inC 

G.sin^aV sina sinb sine 


sin B sin C 

sin A g. sinB sin C 

sin a G . sin b sin c 

unb ^ietaud bie bemerfen^wert^e Oielation 

sin a g 

sinA G* 


) 


§. 30. 

93e)ei(!^net man tn ben für sin^A, sin^B, cos^A u.f. ». 
gefunbenen gormeln rsbTKa + b + c), rsini(c + b-a), 
7^sin|(c4-a — b)> "P sin|(a + b — c) refi). burcb 
t, t, t , t unb 'K'sinai t*^sinb» l^sin c ^nrcb s,s*,s” 
fo i|l; 


/ 

1 ) 

2 ) 


t" t'" 


sin i A =-77— 
SS 


sm4B= 


t t 

77 

S S 


3) 

4) 


t’ t" 

sinjC = — 5 — 77- } 
SS 


T A t *• 
cos § A =s -u—tTr » 
S s . 
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t t" 1 1 

5^ COSiB^~< — /77~ J 6) COS-jC= f rr-m 

' S S SS 

SOiultipfijirt man 1 unb 2, fo er^dtt mon: 

/// 

. T . . , r. _t't" sini(a+b — c) 

sm,AsmiB=— = ^ ^ 

SS s * 


. .p sin|Ca + b — c) 

= sin T C . : — - y 


obtr 


sin 


(I.) 


ongemcn* 


sm c 

A . sin y B sin ^ (a + h — c) 

sin^ C sin c _ 

Dicfc ©fcidjung auf baö 9^<bcnb«ictf 

lÄ B C 

bet, giebft _ 

sin i A si n sin-|^(a + t) — c) 

siiiiC sine ’ 

sinfj^TT- j:A)sin(|7r-|^B) ^ 8ip (n-j (a+B+c)) 
sin i C sin c 

cos^ A cos^B sin^(a + b + c) 

sin^C » siuc ’ ^ 

( “ ^ L 

SBirb bie ©leidjung (I.) auf baö SKcbcnbreiecI 1 » b ^ 

I A B C 

fcejogen, fo erhält man: 

sin'i A . sin -j B sin (a b c) , 


b. ü 
ba^tr 


(II.) 


sin i C 


sin c 


sin i A cos B sin (a "f" c b) ^ ^ ^ 

unb ^lerauö: — 

Surd) SSertocdjfcIung öon A, a unb B, b in botfle^enbec 
©Icic^ung ccgicbf fid): 

cos-l A . sin -JB sin -g (b -j- c . (IV.) 

cos^C sine 

©ben fo cinfad) mürbe man bie ©Ieid)un9en II, III, IV 
burd) SJIultiplifafion üon 4 unb 5; 1 unb 5; 2 unb 4 er« 
halten. 3n (II) i|I Bar, bag sin^fa + b + c) pofitio, alfo 
(a + b4-c)<2u fein muß. 3« übrigen ©Icidjungen 


Digitizea 


ol^ bie 


ftnbet (!c^, t>ag tie 0umrae jtotUr 6(iten sr^0(C/ 
tritt« fein muß. 

iDibibirt man (T.) burt^ (II.) f fo trß4(t man: 


tangiA.tang iB 


5in^(a + b — c) „ 
siniCa + b + c)* ^ 


?Blrb (in.) barc^ (IV.) bi’öibirt, fo «rgiebt ßc^: 

tangi A _ 8inj(c + a— b) . n 

tang-JB 8ini(c4‘b — a)’ ^ *' 

tbtlci^e Socmtln auc& auä $. 28, 3. foglttcl) ^ersdeitet merben 
f6nnen. ©ie finb t()cilä bei Siufibfung eineä Dceiecteä, wenn 
bereite brei ©eiten unb ein SBinfel befannt finb; t^eil^ juc 
^rufuns bet gefunbenen Berthe ndgiicb. 


^rücft man in (II.) ainc nach §. 29, 4, bure^ bie 
fffiinfti au4, fo ecb^lt man ben Perimeter (a + b+c) fpm* 
metrifcb burcb bie ^tnfel au^gebrüd t, ndmlicb : 

8in-J(a + b + c) 

y -CO» j (A 4 .B+C)co» j(A+B-C)coi| (A^.G-il) co>^(« + ( 1 - A) 

2 «iu s Afin^Btio^C t^VIl ^ 

G 


’2 sin i A sin i ß sin ^ C* 


Diefelbe ©ubflitution in (I.) angewenbet, giebt: 

A„..-.An i (VIIIO 


sini (a + b 


~2cosf AcosiBsiu^C ’ 


§. 31 . 

SSirb bie 0(eicbung (1.) beö hörigen $. auf ba^ ^olar« 

i a b 7 I 

AB c'> angewenbetf fo er^dlt man: 
a b 

sin^a.sinfb sin ^ (A + B — C)^ 

sin I c sin C 

b i sinjfa . sinjb sin j:(A + B + C — tt) 

sin (^71 — ■^c) sin (n — C) * 

^ -oo.t(A+^^ 

, cos^c ' smC 
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J (II.) , 


5Die (II.) auf (o 6 7) ftejogeit/ g{<6t: 

cos ^ a . cos f b sin f (A + B + C) _ 

sin^c siuCJ 

^itrauö fofgt: 

cosf;a.cosfb cos ^ (A 4- B — C) ^ 

cos-|;c sinC 

Slud (III.) credit man c6cn fo: 

sin^a. cosfc sin f(A-I-ü — B) ^ 

cos^c siiiC 

;il.i,.C03 ib ^ C03KC+B-A) 

^ sinic Sluv 

unb burd) fOcrnjcdjfcIung: 


cos a . sin ■f n 

sinic 


fb cos^(C + A — B) 


siuC 


(IV.) 


Surc^ 2)iüifion credit man aud »ocnc^enben ©lei'i^ungett 
unb itcar aud I. unb II.: 

— cos f (A + B 4- C) _ 

cosi(A + B — C;’ - 


tang^a.tangib 
OUd (III ) unb (IV.): 


lang ^ a cos ^ ( C -}- B — A ) ^ 


lang ib 


cos ^ (C 4- A — B) * 


(VI.) 


2g 


man ^iet in I. für sinC bcn SQJert^ 

(§, 28, 4.), fo «r()dlt man bucc^ bie ©eiten fijmnictrifc^ 
oudgebrurft: 


— cosi(A + B+C) = ^ 

3n n. giebf biefclbe ©ubjlifution unb Olcbuftion: 


cos Y a . cos \ b . cos ^ c 


cos^:(A4-B — C) = 


SBie In (VI.) 
fo ifl auc^ 


tangi;a 

tangib -- .„v . 

tang^a cos -KB + 

lang-aC cos^(B + 


2 sin ^ a . sin ^ b . cos^ c 
cos^ 


.-.(C + B 
cost (C + A- 
s4fB4-C- 


-A) 

-B) 


iftf 



79 


^ 8in||0 COS3C ' ' 

3) Slbbirf man bie ©Uic^ungen ni. unb IV. bejfelben 

sin j A. cos jB sin j (c + a — b) 

cosjC sine * 

co8§ A.sin jB __ sin j(c + b — a) 
cos 5 C sin a * 

sini(A + B) sinT(c + a-b) + 3inl(c »(a-l>)) 

cosiC sin c 

2sinsc.cos3(a — b) 

sin c * 

sini(A + B) cosä (a — b) ^ 

cos a C cos a c ’ 

4) 0« ©ubfraftion gwbf j 

sin I A.cos ä B-cos I A.siniB sin i (c+a-b)- sin i (c-(a-b)) 


unb 
fo i(l 

ba^tc 


(C.) 


cosaC 
sin ä (A - 


sine 


cos a C 


■B) __ 2cosgC . sinl (a- 


sine 


-b). 


sin j (A — B) sinl(a — b) 


cosaC 


sra-rc 


(D.) 


b. L 

folglich 

0ur<!b biefelben S^erbinbnngen b<c ©Uiebungen I. tinb n, 
III unb IV b(d $. 31. gelangt man ju benfelben ^ier ent« 
«iefeltenr ebenfo eleganten al^ wiebtigen ©leicbungem bie ntr« 
(er bero SRamen ber ©aug’fcben gormeln befannt fhtb. *) 
3uc teiebtern Ueberfiebt unb SSergleicbung m6gen fle bitr 
iufammen gefleOt »erben. 


cosa(A — B) 
sin a C 

c osi(A + B) 

sinaC 

8ina(A +B ) 
cosaC . 


sin I (a+b) ^ 
sin a c * 
cos a (a+b) 
COSa c 
cosa(a — b) 
cos a c * 


(A.) 

(B.) 

(C.) 


♦) aUeniajtene bot ®aoJ ttH We SBfcbHgtdt biefet/ no» ®«Ioms 
btc aa»bittg« ftüb« bemerften, gormeln get«f)tt in bem ttefflUben 
9bert( : Theoria motus corporiim coelestium. 1809. 
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8i ni(A — B) 8ina(a-— b) , 

cosiC einio * 


^ §t 33 » 

an We ©nug’f^ en Sorraefn fc^ficgin bte «Re. 
j>et fei « n analog un*), bie für bie auflüfang ber ©rei. 
eefe fe^t tjorf^rilfyaft |!nb, 2)ielbir( rann (A) bnre^ (B), fo 
et^U man: 

- tangi(a + b) coSt(A — B) 
tangac coaä(A-f.B)* 

SBIrb (D) bur^ (C) btbtbirf, fo «r^ülf man: 
tangg (a — b) __ sin a (A — B) 
tangic sin a (A 4 - B)’ 


a) 

(II.) . 


SDa« ?>oIac*9?ebenbrcie(f (a, b, c) giebt au« (I.) anb (II.): 

tanga(A + B) cos i (a— b) . 

cotg ä C ' cos a (a + b) ’ ' ' 

tanga(A — B) sin § (a — b)^ , 

colgiC “ 8 inä(a + b)’ 

bie man bureb SDioiflon »on (C) bareb (B) unb^(D) bupdb 
(A) erbalfen bo^<>* würbe. 


«Oiit bleftn IReperfcben gormein laffen pcb bie güQfe, 
wenn jmel ©eiten nnb ber elngefcbloffene SBinfel, anb wenn 
eine ©eite mit ben anllegenben SBinfeln gegeben ftnb, febc 
^beguera aaflbfen. 3 « bem erflern gatfe, wenn gegeben i^ 
a, b, C, erbült mon au« (III.) anb (IV.): 


COS ä (a + b) 


. cotgiC} 
cotgäC; 


sin a (a + b) 

anb forait bur^ fünfmalige« auffebfogen bie SBinfel A anb 
B auf einmal, gür bie britte ©eite c erbolt mon au« (II.) 

U„gäc = tang!(a-b)£ii^^]i 


*) S8on fc(ion 1614 in fein« Mirifici canonb logarithmoram 

tlMctiptio befonnt gemocht. 
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wo|u tie {odorit^tnen, flicht er|{ oufdefc^Idgtn jtt »erben 
brauchen/ ba f!e bei ber ^ere($nund bon A unb' B fosleicb 
ongemerft »erben fbnnen. 

3n bem onbern gotte, wenn A,B,c gegeben finb, 

»an du^ (I.) unb (IL) 

ta,.gi(a + b)=i2£|^|.ta„gSoi 

•tai.g§{.-b) = 5|2|^^.tong§o, 

Mnb bi'erauä a unb b. ^ec britte ^i'nfel C ftnbef ficb du« 
m. (ober IV.) 

•“« * ® + ®)- 

©(eibirf »an (I.) burcb (II.) ober (III.) burc^ (IV.)/ fo er» 
giebt ftcb bie bemerfengoert^e Proportion e 

tan gi(a + b) __ tangj(A + B) 
tangl(a'— b) tangi(A— 


eine bem ©inu^gcfc§e dbnlie^e (Relation/ mit 

8in o sidJd 

bem Pe auch in ber Xbat fdP ibentifcb ip. £)enn e§ iR 


(§. 2, 65.) 


tangj(« + /g) 
tang§(a — /?) 


sin« +sin/? 
ainrt — ain/S 


S)dber folgt du^ 


obiger Proportion unmittelbar: 


sin a + sinb sio A+ sin B 

sina — sinb sinA — siaB’ 


unb du^ biefer 


iSr ~ fofSt fluö biefer Pro» 

Portion bie obige. 

Singer ben oier SDibigonen ber ©dug’fc^en gormein/ 
^»oburcb bie (Reperfcben bergeleifet »urben, laffen fent 
01ei(^ungen noch }»ei .Kombinationen berfetben Sirt ju$ 
ndmlicb bie SDioigon 1) pon (A) burcb (C), unb 2) (B) 
burcb (D> S)urc^ biefe ergeben pcb noc^ {»ei gormeint 
U. 6 
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cosi(A-- B). 
8ini(A + B) 


sin j(a^-b) 
cosi(a — b) 


cotgjc; 


(VO 


cos i ( A 4" B) 
sini (A — B) 


'cotgiC = 


cos j(a + b) 
sini (a — b) 


lang S Ci*) (VI.) 


§. 34. 

Sfombinlrt.man bie ©aug’fc^en Sormetn bur^ 
tiplilation je jtoeier, unb {toac 
1) (A) unb (B), fo er^dlf mon: 

cosi(A — B).cosi(A + B) __ sin i (a b) cos j (a + b) 
sin^SC ” sin^c.cosjc 

_ sin i (a + b)' 
sine * 

obetf nenn man unb SHenner be^ erjlen mit 
2 multiplijirt unb nach §• 2, 45 unb 24 uernanbeltt 

cosA + cosB sin(a + b) ^ 

1 /^ — ■■■"’ . " • t^V 

— COS O sin c 


Sieretben ©letebungen erbdft man auch febt einfach buccb 
Slbbition ber ©leicbungen (A.l.) unb (A.2.) bcö §■ 24. 

2) SJlultlplitiet man (C) unb (D), fo erbdit man: 

sin jj (A 4- B) ^ — B) sin i (a — b) cos i (a — b) 

' co8*iC sinic.cosic 

' — . sin (a — 1>) ^ 

' sin c * 

bet erfle $b<ü nach §. 2, 46 unb 25 uernanbelt/ giebt: 

cosB — cosA sin (a — b) 

1 + cos C sin c * ’ 

£)te ©ubtraftion bet oben nngefübtfen ©(eiebungen (A. 1.) 
unb (A. 2.) giebt bajfelbe Slefultaf, fo nie auch bie Sinnen» 

bung bet ©leicbung (1.) ouf bag 3?ebenbteie(f («^y> 

\ 

\ 

*) SHe jwcUf biefn: ^otmdn ift juetjt von 2)clont((e, bie ecfle 
eon V. 93 arg (.panbbueb bet gerablio. unb fp^drifeben Stigon. 
1826.) bemerft worben. 
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3) ©iefe ©IdAungen (1.) «nb (2.) ouf baö gJolar* 

A, B, bejogen/ geben bie ^robufte »on 

a, b, c / 

(A).(D) unb (B).(C), n^ratt^e . ^ 

cos a + cos b sin(A*|-B) ^ -o\ 

~ 1 + cosc sinC * 

I ' 

.. ' ' cosb — cosa sin CA — B) ... 

4) unb = ■ — p -— ♦ C4) 

' 1 — cosc sinO 

®fe no(b fibrigen SRulti'pIifafionen (A) mit (C) unb (B) mft 
CD) fugten aiebet auf baS ©inu^gefeg. 


§. 35. 

©uberabirt man 1 oon briben Steilen bet 0(tic^ung 
(1) beö eorigen 

cos A + cos 8-1 = sin (a + b) ^ 

1 — cos C sine * 

fo er^dlt man: 

cos A + cosB + cosC — 1 sin(a -|-b) — sine 

1 — cosC sine * 

ober, Inbem ber jweite §■ 2, 44* »erwanbelf mirb 

cos A+cosB+cos C-1 2 cos i ( a-f-b-f-c) sin i (a-f-b-c) ^ 

2.sin^|C ~ sin c ’ '* 

aelcbe ©leicbung febon beöbalb bemerfengwertb »eil bet 
Soflnuö »on §(a+b + c) batln entbaUen l(T, bab«b«t nut 
ber ©inuö eorfam. ,- 

2) Slbblrf mah i jn belben ^^bdlen berfetben ©leicbung, 
fo folgt: 

cos A + cosB , I sin (a + b) , ^ 

1 cos C sio c * 


habet 


cos A + cos B “ cos C+ 1 sin (a + b) ~l~ sin c 

i — cos C sine * 


blecaug : 

cos A+ cos B-cos C-f-1 2sin^ (a +b'4-fc^ CoS?(a-|-^-^) 
28in»5C; “ sine 

6« 
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3) 2){e ©Itic^und (2.) t>e^ »origen e»eufo 6e^anbelf, 
siebt; 

CosB — cosA , . sin Ca — b) , 

A t ^ *1* * • *T" ^ 1 

1 + cos C sin 0 

, , . “ cos A + cos B + cos C + 1 sin (a — b) + sin c 

bierauo: 3-; n «=:— ; — 

1 + cos 0 , sin c 

baber : 

-cosA+cosB+cos C+i 2sini(c-4-a-b)cosj(c+b-a) 

2cos*iC sine • V. •/ 


4) SDureb SSerwe^felung »on A, a mit B, b ergiebt 
bieraud bag Diefuttot ber ©ubtraftion: 

cosA-cosB+cosC+t 2sin j(c+b-a) cosj (c+a-b) _ . 

2 cos® i C • sine ‘ 

5) Sie @Iei(^ungen 6, 6 , 8 na^ bet Sleibe auf ba^ 
5polar*3?cbenbretecE (a, b, c) bejogen, geben fofgenbe; 

cos a+cos b+cosc+1 2sinjCA+B+C)cosj(A+B C) ^ \ 

2cos“'ic siiiC 

cos a+cosb-cos c-l_ _ ^cosj(A-f~B-{-C)sinj(A-{-B-C) ^ . 

2cÖs^¥c~ - sin C . ’ 

cos a-cosb-cos c+l_ _ 2 sin i (C+B-A) cos i (C +A-B) ^ ^ ^ 
2sin^ic ~ fiiuC 

nnb bureb S3et»e^felung »on a,A mit b,B; 

-cosa+cosb-cosc+1 2sinj(C+A-B)cosi(C+B-A) ^ (12.) 

2 sin* ic , sin C 

Sruclt man in ben ©feiebungen (5) — (^) teben' Äofinuö 
beg et(!en Xbeilg nach §• 2, 21. auö, fo ’erb^if man: 
2cosi(a+b+c)sini(a+b-c) __ cos*2A+cos*-sB+cos*-|C-2 
sine sin^^CJ 

. ' ~ 1-sin* i A-sin* g B-sin* 

. , • . . sin* ^ C \ 

28in^fa+b+c)c o8^(a+b-c) cos*^A+cos*^B+sin*^C-l ^ 
sine sin*lC * 

2sin§(c+a -b) cos^(c+b-a) sin*-gA+co 8* ^B+cos*-|C-l ^ 

sin c cos* i C 
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2cos^ (c+a«b)sin^(o+b-a) cos^ jA+8in*.|B +co8* ^C-l 

sine co8*^C * 

2sin^(A^-B+C)cos|(AfB-C) cos^-la+cos^ j;b-f-co8*-|c-l 

siu C cos* -Je * 

2 - sin* ^ a - sin* | b- sin* -I c 

cos* ^0 ’ 

2cos|(A-fB^-C)8inj:(A-fB-C) cos*^a + cos*^ b-cos*^c-t ^ 

siaC co8*ic * 

/ 

• - cos*^a+cos*^b+s in*^c-2 

cos* 4 c ' 

sin* 4 c — sin* 4 a — sin* 4 b 

cos* 4 c * 

28inä(C +A-B)co sl(C4-B-A) ^-cos*aa4*cos* ib-cos*TC+l^ 

sinC sin*äC * 

• sin*§a — sin^ ab + 810*1 c^ 

sin* ä c ’ 

2sinj(C+B-A)co sa(C+A-B) cos*aa— cos*jb — cos*l c+t ^ 

sinC sin*ic * 


sin* ac + sin* ab — sin*aa 
sia*lc 


sin c 


36« 

®ie ©lel^ung (5) b«ö »origen §.: . 

cosA+cosB + cosC-l _ 2 cos T (a+b+ c) sin i (a+b-c) 
2 sin* i C 

burc^ »ie ©teie^ung 

sinlAsiniB sin a (a 4* b — c) 

sina G sine 

bioibirf/ giebti 

cosi(a + b+c) faiul^sinlß.sinJC 

1 — 8in*aA — sin* a B — sin* a C 


(§. 30, I.) 


cos A + co s B + cos C — 1 , 


(13.) 


2 sin a A . siu a B . sin a C 
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©ur(^ gicbenbreUÄ («/? y) fofgf ^ierou«: 

' cosA + cosB — cosC+1 

cos|(a+ c) 4co8aAco8aB8iaäC * 

C08*a A + cos^aB 4~^in*aC — 1 
2 C 08 a A cos a B 8in 3 C 

J^{(r<m4 burc^ fSertoec^felung: 

C 08 A — cosB + cosC + l 

cos 3 (a + 0 - bj = — ' XA ■ 1 ü ir- " 

' 4co83A8inTBcosaC 

cos* I A + sin* 3 B + cos* I C — 1 
/ 2cosa Asina B cos sC 

— cos A + cos B 4- cos C + 1 ^ 
4sina AcosaßcosaC * 

sin*3 A + cos*aB + cos* IC — 1 
2 sin 3 A cos I B cos a C . • 


( 14 .) 


(15.) 


cosi(c +b- a) 5* 


(i6.) 


S(u4 (13) unb (14) man burc^ iJInmenbung btb 
^ofar»gj«6enbreiecE^ (a b c);. 

CA + B-I-C)— 4„„.x JL 1 > Ql'^0 


«ina 


4 cos I a cos I b cos I c 

cos* I a -f- cos* ab^ cos*ic- 

2cosa a . cos I b . cos I c 


1 */A I D — ®osa — cosb+cosc + l 

sin|(A + B— C)sa — 3 -T- 5 — — - V ; (18.) 

48iaaa.sinab.coslc ' 

sin*la + 8in*ab + cos*l c — 1 ' 


2 sin I asin I b cos 3 c 

^itraui bur^ Sertanfcbung : 

I/. • « cos a+ cosb— cos c •+• 1 /Jn\ 

8iui(A+c— B)»» — a~r T X. • X - ; (19-) 

4 sin 3 a cos I b sm I c 

sin* I a 4- cos* 1 b + sin* I c ^ 1 

— ♦ 

2sinaa.Cosab.siuaC * 

Sin I (C + B A) « ~ """f ''x — ; (20.) 

' 4cosaa.sinab.sinlc 


<S3 


cos* I a + sin* a b -j- sin* I c — 1 
iS^cosaa.sinlb . sin I c 
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S)ioibirt man bie ©(eic^ung: 

+ b + c) = äihllAirn 5 B sin } C 


(§. 30, VII.) 


burcö ble ©leic&uug (13) bieftö §., fo ergießt pc(>; 

2 G 

lang Ka + + c) == ^os A + cos ß + cos C— i * 


G 

1 — sin* i A — sin* » ß — sin*iC 

Si’efe ©Icic^ung ouf baö aiebenbreitcf (« ß r) angewenbef, 
gicbt: 

2 G 

tangi(a+b-c)=^^^^^ cosB- cosÖ-1 ’ 

G 

cos*5 A + cos* iß + sin* |C — 1 

®urcb S3er»ecftfflung tr^dlt man bU ju tangi(a+c— b) 
unb tangi(c + b — a) ge&ilrigcn ^ormtln. 

£)ie ©Itic^ungen (22) unb (21) auf bng $olac*SR«b«n; 
breied (« ^ c) angewenbet/ «rgeben? 

tangi(A+B+C-7r)^ 2 g ^23.) 

ober cotg i (A + B + C)J 1+cos a+c^sb+cosc ’ 

S } 

cos* i a + cos* » b + cos* i c — 1 • 


colfii(A + B — C)==3 ^^T~r -i (24.) 

o ~ ' 1-eosa-cosb + cosc 


g 


sin 


* i a + sin* i b+cos* » c-1 


§. 37. 


man in bec ©ieic^ung 


smi(A + B + C)= 


1 


-}- cos a -f" cos b -f. cos c 
4 cos i a cos i b cos i c 


(§. 36,17.) 


für cosc ben ouö bec erjlcn |)auptglei(^ung n<^ frgcbtnben 
9D(rt^ cos a. coö b + sin a sinb cos C, fo tr^dU man t 
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__ 1 + co8a + co8b4 »c oga,co8b + 8ina.8inbco s C 

4 cos ia cos i b cos t c » 

__(1 + co8a ) (l^-cos b) + sin a. sinb cos C 
4co8ia.cosib>cosic * 

SSI j_<^08*iaco8*ib + 4cosia co8 ibsiniasinIbcosC 
4co8iacosibcosi c * 

wenn burt^ 4co8iacosib unb Sßennec b<^ 

IWfitcn bi'öibirt tBerbfti: 

■ini(A.fB-}-rw cosfacosib + siniasinibcosC 

cos ic ’v V 

t 

SJebenbrtfecf (« ßj) $itbt bittauit 

gjnf “t* sinia sinib cos C 

cos i c ’ 

b. f. 

BinffA^n.r .^ — ginf asinib + co8gacosf b cosC , 

cosic • V 0 

9?<6enbreie(f (« ß y) gfebf auö (25.) : 

sin i (A- [ f T { ^ — ■ cos { a cos i b + sin $ a sin | b cos C 

cosi o ’ 

ba^er ; 

sin i fC4-B _ A ^ a sin } b - sin i a cos i b cos C , 

sinic * 

unb ^ifrau^ folgt butc^ Scrwtdjftlungt 

sin f (C+ A - B) « «iP^acosib -cosf asinib cosC /ng'^ 

sin io » V V 

2luö (26.) ereilt ra«n burcO baö ?JoIttCii0?ebettb«if(J (a bT): 
gini(fl — .sinjAsiniB -f* co sf A cos iB cos c . 

cosiC 

bo^tn 

~ cos i (a+b+c) = »^P^AsiniB^cosiAcosfBcosc 

sinic •) 

®b«nfo folgt an« (25.) unb (28.): 
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cos 


^ cosf Acos?B-8inf AsinfBcosc^ 
i(a+D— c) — siniC ’ 


(30.) 


,, ^ siniAcosiB+cosiAsiniBcoso . 

cosi (c+b~a) ; (31.) 

unt> bur(^ aJeraecftftluttg: 

,, , cosjAsiniB+siniAcosiBcosc 

cos i (c+a-b) (32.) 

©i»>ibirt man 0613 « ©Itlc^ung (25.) 

X,..« cos5acosib+ siniasinibcosC 

smi(A+B+C) = 

. , x/i . T> ■ n\ sini asin 5 b .sin C /■, o« ¥\ 

bur<^ — cos3(A+B+C) — ^Tic C^’^lj I.) 

\ 

cos i a cos i b+sin i a sin i b cos C 


fo (c|)4(t man: 

tang 5 (A+B+C) siniasinj bsin C ’ 

unb »cnn man ben jmeiten S^etl burc^ sinia sin 3 b ab< 

-u„gi(A+B+C)=i2!Sl^f^±^. (33.) 

9luf baS SRtbenbrei’cd (« ß y) bcjogen, giebf bi’efe ©leic^ng: 

. s ^Ä_Ln_I_n^ — cotggacotgib-fcosC 

— lang 2 (A+B+C) — q 

SDarauö folgt: 

t.ngiCA+B-C)=22Si^^i-S21^, (34.) 

©benfo erhalt man bnrc§ («/* }') (33.): 

tang3(C + B-A)=:— ^ ; (35.) 

burc^ SStrroec^felung: 

..ngi(C+A-B) = i2B£i^»S^;^, (36.) 

®a« «Polar »Slebenbteiecf (a b c) gicbt auö (34.): 
-c..gi(.+b+c)= *»"«^^“”gf- ^ ° ^i (3?.) 
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auö (33.) ; 
cotgi(a + ^ 
OUä (36.); 


colgf Acotg^B — 

cos c 

sin c 


tang? A.colg jB + 

cos c 

• 

sin c 


t man a, A mit 

b,B 

cotgjA.tang j B + 

COS 


8ia c 


(38.) 


(39.) 


(40,) 


§. 38: 

■Die gormeln beg §. 36. lajfen fitft mf«er|l btt §. 4. 
btmerften gormeln in fe^r elegante Sluöbrucfe urawanbein/ 
bie noci^ aufgefleSt werben foDen, 

©c^reibt man in bec 01eic^ung 

.inj (A+B+C)^ ^.»Sa+coa» ib+co.- ( 5 . 36 , 17 .) 

2cos2acos§bcosic 

cos 2 (A + B-f;C — »r) für sini(A + B + C) fo ifi 
4 Al -Dir» 4 cos*3a + cos^äb + cos*ic- 1 

l-e«.i(A+B+q-«)=l i 

ba^ec: 

2sia®5(A + B + C— u) = 

1 — cos* j a — cos^ jb — cos*jc + 2cosiacos|bco8§c 
2cos jacoa j b cos j c 

3itbf man ben jwciten S^>eil jufammen, nac§ §. 4, 1., f» 
er^dlt man; 

2 sin * 5 (A + B + C — Jr) = 

4 sin (a + b + c) sin % (a+b-c) sin \ (a+c-b)sin j(c+b-a) 
2cos jacosjbcosic * 

ba^er; 

8in^(A + B + C — 7 t) = 

^ f sin |(a4-b+c)sin^(a+b-c)sin j: (a-{-c-b)sin^(c+b-a) 

(41.) 


cos i a cos i b cos i c 


‘gerner ifl 

l + oo.i(A+B+C.»)=l+ c°.H.tcy : ib+co. ^ t fd, 
' 2cos^acos^bcos^c. 
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2cos* i (A + B 4- C — 5t) = — 

( 1 — cos^^a — cos*tb-cos*^ c-2cosf acosfbcos^c"\ 
2cos^acos^bcosf c / 

4cos I (a+b+c) cos |(a+b-c) cos |(a+c-b) cosKc+b-a) 

" 2cos^acos^ b cos^c * 

aifo : 

cosJ(A + B + C — Jt)= 

cos^a+b+O cosj(a+b-c) cosj(a+c-b) cosj(b+c-a) . 


\/ 


2cosiacos ibcosi c 


(42.) 


2luö tiefer ©leicbung ecgiebt baö SKebenbteiecf («/Sy): 
8in^(A + B — C + Jt)= 

/ sini(a+b+c)sinj(a+b-c)cosi(c+b-a)cosj(c+a-b). ^4«t^ 

V sin^a sin^b cos^c 

2Juf bie ©leic^ung (41.) ongeiuenbelt/ gicbt ba|feI6e SReben» 
breiecf : — 

cos J(A + B — C + 7t) = 

/ cosj:(a4 -b+c)cosj^(a+b-c)sinj:(c+b-a)sinyc+a-b) .^44^ 
▼ I sin^asin^bcos^c 

©ur^ Serwecbfelung erbdit man auö (43.) unb (44.) bfe 
entfprecbenbcn Formeln für ben ©inuö unb Äoflnuö bon 
x(A— B + C + 5t) unb i(B— A + C + Jt), 

Sie Sibifion ber ©lei^ung (41.) bur^ (42.) ccgiebt 
bie febr elegonfe gormelr 
tang:J:(A + ß + 

Y tangi(a+b+c)taogi(a+b-c)tabgiCatc-b)tangi(c-i-b-a);*) 

(45.) 

©ibibirt man (43.) butc^ (44.), fo «rbdff man eine dbnlicbe: 
tang^(A + B — C + ^t) 

='K“tangi(a 4 -b+c)tangi(a+b-c)cotgi(c-l-a-b)cotgJ(c-i'b-a) 

/ langj(a + b+ c) tangj(a + b — c) ^ 46 .) 

▼ tang^(c-f-b — a)tangj(c + a — b) 


*) e’.buUier ifl bet Ctfinbcr betfclben. 
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S^rctvet^fclund er^dft man 

lang f (A-B+f!+7r)^Y/ ^ tangf (a+c— b) 

V tangj(a+b— c)langi(b+c-a}’, 
(47Q 

lang i + 

^ langj(a+c — b) tang4-(a+b-c) 

(48.) 

®iffe gormeln (45.) — (48.) f?nb ft^r brau<ftbar juc Sluf» 
I6fung tintö JDrtücfcö, wenn brei ©ei'Kn gegeben finb, ba 
bure^ Xangenten eine grdgere 0c^drfe erreicht mecbcn fann/ 
ali burc^ @inuö ober ^ognuö. 

©urt^ tag polar >3ittentreiect (ab~c) teWH ro«» «uö 
ben ©lefc^>ungen (41.) — (44.), unb j»ac 
au6 (43.) { 
sinj(a + b + c) = 

' »m*(A+B+C-/f)»iL *(A+ß-C+/i)«inf(A-B+C+7t)»iDjiB-A4.C4./i) 
»tu^A sio^B sio^C 

(49.) 

au« (44.): ^ 

co8-J(a4-b + c) = 

' ^t(A+B4.C-/r)co5^(A+B-C +/t)co»^(A-B+(;+/i)co5j(B-AfC+/») 
sia ^ A MD I B »iu]fC " ’ 

(50.) 

ou« (41.): 

8in:}:(a + b — c) = 

»ipi(A+B^.G-;i)»iD|(A+B-C4-/r)co8j(A-B+CH.;t)cosi(B-A+Cf^) 
cos^AcM^Bsin^C 

(51.) 

au« (42.): 

cos|-(a + b — c) =3 ' 

/ co»i(AH.B+C-7T)c05*(A+B-C+/r)im}(A-B+Ct-nr) sip»(B^tCt^) 

V «osJAco*|B*inJC 

(52.) 

©le ©ibiPon ber ©felcbung (49.) bucc^ (50.) giebf: 
tangj(a + b + c) = 

l^UDgJ(ÄtlJtu-7i; ung* (AfB-Cfj!) UugJ (A-BfCf/i) Uo6j(B-AfCf /i) 

. (53.) 


v/ 
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€6<nfo folgt au^ (51.) anb (52.): 

tangj(a + b — c) = 

K UmgJCAf BfC-/r)Ungi(Af B-Cf;r) cotg»(A-Bf Cf^; cotg^(B-A+Cf /i) 

_ . / tangj(A+B4-C— 7 t) tang j (A+B— C-f^ . . 

^ tangi(A— B+C+7i)taDgi(ß— A+C+ jt)* ^ 


§. 39. 

S)?aUi>Iij(rt man bi’e ©Icid^ang (41.) be^ »origen §. 
mir (42 ); fo erglebf ft^: 

sinj (A + B + C — 7i) 8in;ä:(A + B — C4-’i) = 
ain i(a+b+c)sin j(a+b-c) / ajp x (c+b-";)' sin j (c+a-b) 
®o®a® » sin a sin b ” 

3?un ijf: 

/ sm i {c+h~a) s in j (c+a-b) ^ ^ ^ 28, 1.); 

ba^ec, wenn man bie« fubfiituirf unb beibe Sbeife bet ©(ei# 
^ung mit siniC bioibirf: 

sinj(A + B + C — 7r)sinj(A + B — C + ^) __ 

siniC 

sin j^(a + b + c)sin j-(a + b — c)^ 


cosf c 


(55.) 


©uccb SKuItiplifation »on (41.) mit (44.) ergiebf 

sinJ(A + B4-C — 7 t)cosJ(A + B — C+Jr) = 

sin i(c+b-a) sin i (c+a-b) /sini(a+b+c)sin^(a+b-c) 

' cosic V sin a sin b ’ 

= + ö.28,2.) 

fllfot 


sin j^(A + B+C? — 7 t) co8j(A + B — C + n) 


cos 


iC 


sinj-(c + b — a)sinj^(c + a — b) 
cosi:c 


(56.) 
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2)aö 5Re5enbreie(f (« ß r) - 
OUg (56.); 

cos;J(A + B + C — w) sin J(A + B — C + 
cos f C 


co84(c + b — a)cos^(c + a — b) ' 
cosic * 

ou9 (65.): 

cos$(A + B + C — ^r) c osf (A + ß — C + ?r) 
sin 3 C 


( 57 .) ' 


cos 4 (a + b + c) cos 4 (a + b — c) ^ 
cos i c ’ 


(58.) ' 


sDa9 SltBenbrtiecf (a ß y) giebt 
üüß (57.): 

8 in 5 (A — B + C+7t) sinf (B — • A + C 4 *’*) 
, sin 3 C 


sin l(a-|- b + c) cos?(a4-b — c) 
sin 1 c * 


(59.) 


aus (56.); 

sin *(A — B 4 -C + 7r)cosf (B — A + C + n:) 
cösTC ’ ’ 


sin4(c + a — b) sini(c + b — a) 

• sinsc ' * 


(60.) : 


au9 (55.): 

cosfCA — B -f. C + tt) sini (B'— A+ C + tt) 
cos 3 C 


cos 4(0 + a— b) 8104(0 + b — a)^ 
sin 3 c * 


(61.) 


<ju9 (58.): 

cos$(A— B + C + 7r)cosf(B — A + C + ot ) 
sin 3 C 



(62.) 


86(1 man bie (probufte in biefen 01eicb«ngen no(^ ben §oc< 
mein §, i, 39 — 42. auf, fo »ermanbeln pe in bie 
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©aug'fi$en gormdtt/ auö betten umgcfe^tt bt'e gegenm^rti* 
gen foglet^ abgeleitet »erben fbnnen, wenn man auf beiben 
©eiten jt^tc ©(ei^ung 1 abbirt ober fubtra^irt* 

§• 40. 

Slud biefen ©ieit^ungen er^dlt man bur^ Stibiflön bon 
(55.) burcb (58.)} 

tangi(A + B + C — 5r)tang4(A + B — C + tt) = 
tang}(a + b + c) tangi(a + b — c)i (63.) 

(56.) burcb (57.)} i 

= lang ä (c+a-l) lang 5 (»+b-a) i (ßi.) 

(59.) burt^ (62.)} 

|°"^:[^1;^ - ;^^] =tangiiCA-B+ 

(65.) 

(60.) burcb (6i.)} 

tang?(A— B+C+ tt) tang?(a — b+c) ^ 

tang i (B — ^A+ C+ jt) lang l (b — a+ c) * 

(55.) burcb (57.): 

tang$(A+B+C-7r)^ sin4Ca+b+c)sin4(a+b— c) , 


. ( 66 .) 


(67.) 


( 68 .) 


(69.) 


tangiC cos 4 (c+a — b)cos4(c+b — a)* 

(55.) burc^ (56.): 

tang 4 (A+B-C+5t) sin i (a+b+c) sin } (a+b; — c) ^ 

tang ä G sin i (c+a— b) sini (c+b — a) ’ 

(59.) bur^ (610? 

tang KA-B +C+tt) sin4(a+b+c) cos4(a+b-c) J 

tang ä C cos ä (c+a-b) sin i (c+b — a) * 

(56.) butc^ (58.)} 

... sinJCc+a-b)sinf (c+b-a). 

laag ä(A+B+C-.r).tang . C ’ 

POJ 

(57.) butc& (58.) } 

X. c08i(c+a-b) cosJ (c+b-a) 

tangä(Ä+B-C+a)laBg.C -e„j(.+b+o)c„,S(.+b-13’ 

( 71 .) 
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(60.) bttr« (62.): 

_8>n*(c+a-l))cos?(c + b-a) 

tang 4 (A-B+C+tt) tang» 

(72.) 

(59.) but(ft (58.): 

taogf (a~t~b4-c) sin f (A — B-f-C-f-^r) sin i (B-^-A^f ^C-^?^) ^ 

tang a c cos i (A-^B.^-C-“^) cos 4 (A-J-B-C-^-w) * 

(73*) 

(62.) buccb.(580s 

tang 4 (a+b — c) cos f (A — B+C+’t) cos * (B — A-)-C+^r) 

lang a c cosi (A.j-B4*C— n) C084(A4-B-:^C+7r^ * 

(74.) 

(60.) burc^ (57.): 

tangl (c+a — b) sinf (A — B+C+tt) cos f (B — A+C-f-?r) ^ 
tangac cosJCA-J-B-f-C— Ji) cosi(A-J-B — C.^7r)* 

(75.)' 

(55.) burc^ (62.): 

. xr l — «tP^(A+B +C-7r>in}(AfB-Cfnr) 

tang 4 (a+b+o)tang3 c — cosJ(A-ß+C+jr)cosi(B-AtCt 7 r)’ 

(76.) 

(55.) burc^ (59.): 

tang l (a+b-c) tang 5 c = 8in}(B-AtC^Ö’ 

(77.) 

(56.) bu((6 (61.): 

tang l (c+a-b) tanga c = ,^.^A-B+C+^)siniiB-AtCt^) > 

(78.) 


§. 41. 

®4 ift aw^ ubn'9/ b<a Sldc^ettraura T bc« fp(>5tU 
fi^tn ©reifdeö burtb gornicln ju bf(liramcn. ©a berftlbe 
bem Ueberfi^nfTe ber SUinfelfutnme äbec iwei ^ed)te gUicb ifl 
(=A + B + € — n), fo 6raucf)en »ic nuc unter bm biö^ec 
entn>icfe(ten ©ieicbunsen unb gormeln biejenigen/ n>e(d)e 
(A+B + C) enthalten, ^erttuöjttfucten unb jttfaroraeniuffellen, 
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fnbm fflr (A+B+ C— ir) foglei^ T, föt A + B-fC 
aber T+n gefegt werben fann. 

SIu^ bec ©letcbung (§. 31 , II.) 

• «in j a sin j b sin j (A + B + C 

cosfc sinC ' ’ 

tt^iU man jundegfl: 

. sinf a.sinib.sinC 

”“*^ = 

wel^e Sorniel SlegnUebfeit mit bec planimetrifegen 

iT=fa ■ ib . sinC 

bat^ hl meicbe ffe ft^ auch nerwanbelb wenn bie ©eiten beö 
fpgdrifcben £)reiecfe^ unenblicg fiein werben. 

©egt man für sinC ben SEBertg fo ttbdlt 

man na^ gegdriger Slebuftion ben Siudbcucf: 

xt — TT »in j(a.fb+c) »inj(«+b-c) »in^(a+c-b)5inj(c-}-b-«) . 

2cos ja cos^b cos^*^ * v®'/ 

* welcgec biefeibe 3inafogie mit ber !tarta(eaT($en g^ormel 

T =V i (a+b+c) i (a+b — c)i (a+c— b) i (c+b — a) 
{eigf. bequem juc (ogaritgmifcgen ©erecgnung i|l bie $ar« 
mel (B) oBerbing^. JDa inbeg iT<ijr unb >i?r fei« 
(ann, fo ifi ge jweibeutig; bagec bie weiter unten (G) an« 
gefdgrte ungieitg einfacgere gormel non £’.§ni(ier igr 
fcgon be^galb entfetieben nocjujiegen. ' 

3(u^ $. 36. ergdit man: 

cos^ia4 ‘C08*ib4-co8*|c-l 

4costlaco8ibco9ic 2cosiaco8|bco8^c ^ 

2 — ain*fa — sin^ jb — sin ^jc . • 

' • 2coaiaco8ibcos^c .* ' '' 

.^iecanö Idgt eine €ntfcgeibung bec in (ß) norganbenen 
Jweibeutigfeit geriehen. 3fl «dralicg T<jt, fo ig cosiT 
|>ogtit>, boger roug cos*ia + cos®ib + co8*|c>*l fein. 
3g T>jr, fo ig cos*5a + co8*3b + cos*ioa^l. gdc 
T=ajr ig cos^ia't' cos^ib + co8^ic = l. 

U. 7- 
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9Iu4 ber (Slefc^uns 
— cotg? (A+ B + C)= 
(r^dlt man: 

tang5T= 


2g 


cos a + cos b + cos c + 1 


2g 


cos a + cos b + cos c + 1 
g 


CD.) 


g 


cos*§a+cos*ib+co8*i c-1 2 -sin*ia-sin* 2 b-sin*ic* 

91ud §. 38, 41, 42, 45. man bie Socmetn: • 

sin:jT = 

/ sinj(a+b-f c>inj:(a+b-c)8itii(a4-c-b)8in; (c+b-a). j 
▼ cosiacosibcoslc 

cos^T = 

t cos^(a+b +<Sj cosj(a+b-c) cosj^(atc-b)cosi(ctb-a). 

» cossacosibcosic 

tang jT = j 

Y taagiCa.-fh+c)tangi;(a+b-c)taagi(a+c-b)tangi(cfb-a); 

(GO 

unter benen bie U$te uocjtlgltc^ bequem }ur (ogan’tbmifcbeQ 
SSerecbnung ift. Saeibeutisfeit ftnbet bitr nicht (iatt, ba 
T<2»r, alfo iT<i7T fein mu0. 

' SUdbrenb in biefen Formeln bec Sidtbenraum bucch bie 
0eite beä 2)reieded beftimmf wicb, erbdtt man ihn buc(^^ 
}wei ©eiten unb ben eindefchioffenen SBinfel au^aebriSt nach 
§. 37, — in bec gormel 

e„,gäT=^2!si£S2!S|k+i2!Cj (HO 

©ic ajerwanbtfcbaft berfelben mit bec t>ben (A) angefdbrten 
planiraetrif(^en gormel iT=ia.ib.sinC »ifb ^<blb(tr/ 
wenn man beibe Xbeüe bec gocmei umfebct unb ben 
unb iRennec beß iweiten ib*iftö mit tangia tangib multi» 
plijirt. ©ie erbdit bann bie gotm . ' : 


tang§a lang ib. sin C 
tang 2 i — i + tangib cosC* 
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ba€ fp^jrifc^e 2>reiecC efn tec^twinntge^ unb {war G 
b(c rechte SS^infef/ fo er^'dlt man ben merfwürbigrn Studbrucf 
lang f T = lang i a . lang i b . 

»ie bd brm ebnen recbtwinfligen IDreiecte iT=ia.3b. 

§. 42. 

SInbere Slelafionen {»ifcben bem Sld^encaume, ben 
Seiten unb SBinfeln be4 £)ceietfe4 ftnben ficb in ben bis 
§. 40. entwicftiten ©{eicbungen no^ meblere. S8emerfen4< 
mertb i|l befonbec4 bie @Ieicbung 

(5, 3t, V.) 

2lnbem für — co8a(A + B + C) gefegt »frb siniTj-ec* 
bdit man: 

8inaT=langia.tang3bcosi(A + B — G); *) 
ou^ weicbec gormel ftcb ber ©ag uom 9)7aj;tmum be$ $((!< 
cbenraumeg bei {wei gegebenen ©eiten (g. @. 86« u« 87.) 

leicbt ergiebt. 2)enn finb bie ©eiten a, b unuerilnberiicb / fo 
ünbert ficb T nur nach (A + B — C). £>a^ 9)7admum non 
cosä(A + B — C) ijl =t, wo bann A + B — C=o, ober 
A4~B=G ifl. £)ann liegt aber baä £)reiecE in einem Jpalb* 
freife (g. 0. S* 75, 3uf* 2.), b. b- bie britte ©eite c ijl ber 
fpbcSrifcbe lDur^mt(fer be4 umgefcbriebenen ^reife^. SHun 
if{ jebocb bag 9)?apmum pon T mit bem pon sinsT nur 
bann perbunben, wenn siniT mit T befidnbig wdebf!, b. ,i. 
wenn T nicgt >7r, ober wenn A + B + C nicgt >2 jt 
werben fann. Z>a inbeg bie ©cbenfel a, b jebe beliebige 
IDefnung erbalten fbnnen, fo fann G fo nabe an n tommen, 

«IS man will. ©oU babei nun bie ©umme A + B + C 
ni^t >2 jt werben, fo barf A + B nicht >7 t werben; ba. 
bet mug a + b nicht fein; — biefelbe ©ebingung be^ 
SRa;imum4, welche g. ©. §. 86, 87, 88 nachgewiefen^ würbe. 

i: , ; ■. . . • < ‘ 

*) SOtan bcmcrfc, baß ou(b 6d ebnen iDrcietfcn bie gönnet 
jT = j«.ib.coBf(A + B — C) gilt, bie mit ber oben erroibnten ju-- 
fommenfdllt, i«bem bi« A+B+G=t», atfo cos* (A+B-C)=»iuC tl't. ^ 

7« 



gilt bad SRayimum, wo co8i(A + B— C)s=l if{f tt* 
man bie merfmärbige gormtl: 

sin a T = tang i a . tang a b, 

bie ein sweite^ (Snalogon )u bem ebnen rec^ttoinHigen SDttU 
ecfe» bad ebenfalls im ^aibfreife liegt unb baä Sitajrimum 
bet Katheten i(!/ Hefert* 

Oben ($. 41.) »nrbe fdt ba^ recbtminflige fp^ürifcbc 
S)reic(f au^ ben .^atbeten a, b bet Stu^brucf 
tang 3 T = lang ä a tang i b 

gefuRben. $ierau^ if{ erftcbtlicb t mie fti^ ba^ te^tminflige 
fpbileifcbe iDreieif ju bem iDtaj;imum , baä burcb bie Katheten 
bebingt mirb, terbdft. SSirb bet gidcbenraum beä (extern 
mit M, btt bed tei^tminHigen iOrtitdt^ mit L bejeicbnet/ 
fo i|l; 

tanglL = siniM, 

. sinaL cosILi 

ober — rÄ j = — 2 — ♦ 

sinaM 1 

Um baö S5erb(Ufni§ »on M unb L fefb|l geometrifcb barju* 
fltHen/ nehme man (gig. 5.) ben SBogen AC=iM; er» 
rid)fe in C ein ^Perpenbifel unb' jiehe unter einem hoiben 
Slccbten (CAB) ben SSogen AB; fo ifl CB=iL. Senn 

eö ijl tangBC=stangC AB.8inAC=sin AC = sinTM; 

aifo tangBC=tangäL unb BC=aL. 

5Bie ein ©ogen ju fonjiruiren ifl/ bet bem gfdd>en» 
toume eines fph^nfi^en ©ceiccfeS gleich ijlf »ieb »eitet un^ 
ten gezeigt »erben. 

§. 43. 

gör ben ^Jerimeter (a+b + c) beS fi>h^rif(hen ©ref# 
etfeS finben fleh dbnliche SluSbtuefe/ wie fiSt ben gldi^en» 
raum, bie leicht nadigefehen »erben fbnnen. ©eraerfenSwetth 
finb bie ©eiiehungen, »eiche jwifchen ben fperiraetern, gld« 
thenrduraen, ©eiten unb SBinfeln bet Slebcnbreietf e flott 
finben. ©ejeichnen »it mit P ben Umfang beS fDreieefeS 
(«/Jy)> mit P', P", P'" bie bet Slebenbreiecfe («/?/). 
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(aßf), (aßy); f<m«t mit T', T", T"' bie gfdc^enr^uffie 
berfelben; fo i(l 

P'=a + b + c=2»r— (c + b — a). ^bttt fO 
P“ =2n — (a + c — b); 

P"' = 2:r — (a + b — c). 

g«n« i(l T* =A + B + C— 7r=27r— (C+B-A+ tt); 

= JT — (C + B— A)} 
T"=27r-(A+C-B + u)=7r-(A+C-B); 
T"'=27r-(A + B-0 + 7T)=n^-(A+B-C> 
©ubpUufrt man biefe Sluöbrörfe in ber gorrn«! 

sin A. siai(a-i-b-f*c)sinT(a-{-b-c)siai (a^c-b)8ina(c^b-a) 

sin b sin o 

fo crbdft man: 


sin A= 


^iT sin 2 P . sin 2 sin 2 sin i P 

sin b sin c 
2G 


5E>»e gorrael sina= - . - . (J. 29.) wwanbelt fleh 

Sinn sin C / 

bann in folgenbe: 

_ 2r sin i T sin 1 r sin 5 T" sin I T" 
sin B sin C 

©ie §. 29. bemerfte Sidation ^ er^dit man unter 


ber gocra 


siniP sinlP" sinäP^sin ä P”' sin^ a 

sin i T sin 2 sin 2 T”sin 2 sin*A' 

ber @(eicbuns 

tang^(A + B + C — 7r)tang JCA + B — C + 77-) = 
tangi(a + b + c)tang^(a + b — c) 

erbdit man: 

tang i T . cotg ^ T'" = tang i P . cotg i P", 

. tang + T tangiP 

tang^T taugiP 

finbet alfo jwlfcbcn ben gldchcnrdumen unb Umfdngen 
iweicr ©reiccfc; bie unmittelbor 0^«benbreic(fe »on einanber 


juber 




f!nb^ ober bit jufammen eine fp^drifc^e @pinbel Silben, Sie 
Semerfen^wertSe S&e]ieSung fiatt, bag bie Tangenten Ser 
SSiertelfgldcSenrdunie ben langrnten bec SSierteifUmfdnge 
proportionirt finb. 

Slutf ber (SleicSung 


tangj^(A — B + C + "^) tang^Ca 

tang^(B — A + C+ti) 


-b+c) 


ergieSt ficS 


taiigi(b — a + c) 

tangJT^ tang^P^ 

tang^T” tang^P"* 


(§. 40 , 66.) 


9Ufo aucS Sei ben {tvei übrigen iRebenbreietfen bei ©pfienied 
a/?y, a/Jy, a^y, a/Sy fitibet biefelbe ^roportionalifüt (latf. 
Gie gilt babec Sei )eben beliebigen jtvei iDreieden bei ge» 
nannten 0pf!emei. 


9iui ber ©ieicSung 
tang^(A+ B + C — tt) 
i®ugi(A + B — C + Ji) 


= lang i (c +' a — b) tang ^ (c+b-a) 
(5. 40, 64.) 


erSüU man: 


tangiTtangiT"' = cotgiP' cotgJP", 
ober tang T lang j; T'” tang J P' tang J P“ = 1 ; 
burcS SSermeeSfeiung ergiebt f!(^ baju: 

tang i T lang J T' tang J P” tang J P"' = I ; 
I tang JT tang ^T" tang ^P* tang JP"' = 1. 


gerner i(l nacS §• 40, 65. 

tang^T' tangJT'^ tangJP tang^P'”=I; 
tangJT" tang 5 tang i P tang^P'^ = lj 
tang tang tang ^P tang^P* =1. 


3n bera ©pjitrae ber »irr Dreiecfe a/Sy, «/Sy, «/Sy, «/Sy, 
■ i({ aifo bai ißrobuft aui ben Tangenten ber 93iette(fldcSen> 
rdume beliebig jmeier unb ber SSiertei > Umfänge ber anbern 
beiben unoeränberiicb =1* 
iDaraui folgt nocS: 

tang^T tangl^T' tang ■JT" tang JT"' tang 4- P 
tang^ P' tang f P" tang^ P"' = 1. 
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9 >ro))orttonen in f^^dtif(j^en S)cete(fen unt 
, in SJebenfreifcn, 

§. 44. . 

€r(Urund. ^enn t>on einer ilBinfeifpile A eine$ 
f)>Hr{f( 6 en IDreiede^ ABC (§ 19 . 6.) nac^ bec : 9 e 9 enti 6 ec« 
Iic 9 enben 0eite a ein S 3 o 9 en A D 9 ej 09 en wirb f fo werben 
b(e babucc^ entjianbenen Sibfc^nitte be^ SBinfeiö A unb bec 
©eite a refp. burc^ A", A", a", a'" bejei^nef, unb jwoc 
fO/ ba§ A", a" bie auf bec ©eite öon B Ue 9 enben, A'", a" 
ober bie nac^ C ^in Iie 9 enben 315f(^nitte bebeuten. 3^n ^{ 9 . 6. 
töirb beninac^ DB burc^ a"; DC bur4^ a'"; DAB burc^ 
A"; DAC burti> A'" angebeutet, ©e^t ber Sogen »on 
tec ©pige B na^ bec ©eite b, fo werben bie CIBinfeb unb 
©eitenabfc^nitte auf ber ©eite bon A bucci> B',b'; bie auf 
ber ©eite eon C liegenben (EBC, EC) burc^ B'", b'" be» 
leic^net. ©benfo werben bie burc^ einen bon C nac^ c ge« 
führten Sogen gebiibeten Slbfc^nitte bon C unb c nac^ i^rec 
£age in Sejug auf A unb B refp. burcft C', c unb C", c" 
bejeic^net* iDie Sogen felbi!, welche bon A nach a, bon 
. £ nach b, bon C nac^ c gezogen werben, feien bur^ p', p", 
p'" angebeutet, ©c^neiben ftcb {tvei folc^er Sogen, wie 
AD (p') unb BE (p") (gig. 6.) in P, fo werben bie 
Obern sabfeftnitte, AP, BP, b. i. bie jwifc^en bem Surcö« 
fcbnittdpnnfte P unb ben juge^ 6 rigen iSJinfefpunften ent^ai« 
tenen ^^ei(e berfelben mit q; bie untern Slbfc^nitte, wie 
PD, PE mit r bejeic^net, fo bag bureb q', r'j q", r"; 
q", x'"i refp. bie Slbfcftnitte bon p, p", p'" bejei^net wer« 
ben. — Son ben Sßinfeln AD B, ADE, we(ci)e p' mit a 
bilbet, wirb erfierer burci) 91", festerer, bec nae^ C ^inlie« 
genbe mit 21"' bejeiebnet} fo wie unter S', S"'j 6 ' C' bie 
bureb p", p'" mit b, c gebilbete iOJinfel gemeint fein werben, 

§. 45. 

^irb bon einem Sßinfelpunfte A eine# fpbdrifeben 2)cei« 
eefeö (gig. 6.) ein ^erpenbifel (AD) auf bie gegenüber litt 


9«n>e ©effe a Qtf&Uti fo finben |n>if(^en btn babnrc^ tnu 
danbtnfn Slbfcfttu’Ken be« SBinfeW A unb ber ©eite a foU 
flcnbe Proportionen (!ott: 


^ ' tangC 1 ©inu9 ber ©eitenabfc^nitte 

^ 8in"a” tangB’|**”’9*^*^''t i^ic ^ongenten ber an« 
)l/egenben SBinfelj 

2 ) Äopnu« betreiben wie bie Äofl* 

cosa cosbVnudbec anliegenben ©eiten. 


3) 


8in^_ cos^ \ bie ©inn« ber5iöinfela6fcbnitte»{ebic 
sinA cos C ’f 5fo|tnu9 bet ndcblliiegenben SBinfel ; 

co"A'| _ tangb f bie Äoflnu« berfelben umgefe^rt wie 
cosA ' lang c’l bie Sangenten bet anliegenben ©eiten.’ 


tanga" tangA" *><r2Binfelabfcbnitfc 

pcoportionirt ben Sang, bet 
^ )9fS«naberliegenb.©eitenabfd)nitte. 


55 e m e i 1) 3n bera tec^ttoinfligen 2)teiccfe ADß i(l 

tang p' 15 = tang B . sin a" j 

(n bera tetfttrainfligen Sreiecte ADC ijl 
tang p'= tang C. sin sl” i 
ba^er tang B . sin a" = tang C sin a"', folglit^ 

sin a" tangC 

• sin a'" tangB’ 


2) 3n bera genannten ©teiecfe i|l 

t cos c cos b 

cos p — rf 777 

cosa cosa 

habet bie iraeite Proportion, 

3) 3« bera ©reietf ADB i|l cos p' : 


cosB 

~~ Ä^? 

sinA 


im 


iDreietf ADC i|l habet 

raorau9 bie britte Proportion folgt. 

4) 3n bera ©reiccfe ADB i|l 


cos B cos C 

Sin A sin A 


taug p'^s tang c cos A"j ira Sreietf ADC 
tang p' = lang b cos A'" ; 
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ta^er lange cos A" = tangb cos A'" ober 

cosA lang c 

5) Sie fünfte ^Proportion folgt ouö ben »or^erge^en« 
ben; einfacher aber au^ 

»» tu 

. , lang a tang a 

smp = -rn = ; - . -tt?. 

langA tang A 

3uf. 1. gür baä ^erpenbifel feibfl^er^it man anö 
benfelben ^reieefen 

6inp' = 8inBsino = sinb.sinC. ' 


<Se|t mon für sinB ben SBertö 


2g 


fo er^üit man 


sm a sin c^ 

bur4> bie 0eiten audgebrüeft: 

• ' 2g 

sinp = -T-^* 
sina 

9iuä ben SBinfeln beä SDreie^eö finbet (t^ p', wenn man 


für sine ben SBert^ 
sinp' = 


2g 


sin A sin B 
2G 


fegt; man ergdlt: 


sin 


A' 


gür bie auf bie ©eiten b, c gefaßten ^erpenbifef p", p’", 
ccgiebt fteg: 


sinp = 


sinp = 


2g _ 


sm I 


2g _ 


sine 


worauf sin p' : sin p" : sin p'" — 


sin B ’ 

2G • 
sinC * 

1 1 

sina 

1 


sinb 

1 


1 

sin c 

1 

sin C 


sinA sinB sinO 

3uf. 2. ?pjü5renb bie ©eiten unb SBinfel beö ©reiedeö 
nur pofifio ju nehmen finb, fönnen borg bie Sübfegnitte 
a", a'", A", A"’ negatioe SBerfge er^oiten, SDenn benft 
man (teg bie 2age ber ©pige A »erünberlicg/ fo fonn ba^ 
ßjerpenbifel AD ber ©eite AC immer nd^er fommen, wo* 
bei a" unb A'" obnegmen. §dDt AD mit AC jufamraen, 



, CüO^ 


fo i»{rb a"'=o; A"'=o. @e^f AD üb« AC 
fo nebraen a'" unb A'" »febec ju, febocb nach enfflfgen- 
Stft$ttt Slicbtang. ©tranacb nebnun a'", A'" in bleftm 
gaae bie tntgrsenfltfebten SBertbe ber borigtn an. SZinmit 
man bie ^bfcbniUe a(4 pofitioe, menn fit innerhalb be^ 2)rei« 
tdti liegen/ fo ^nb bie augerbaib (iegenben negatio; urage« 
febrt ift t>on negatinen ffilertben btrfclben auf beren Sage 
außtrbalb be^ £)retecfe^ ju fcbiiegen.' — £)ag non ben 3Ib< 
fcbnitten a", a'", fo wie »on A", A'" nur einer, nicht 
beibe {uglticb, negatin werben fann, ifl an ficb flar. 


SRocb g. ©♦ §♦ 39. fdllf bag ^ttpenbifel innerbafb beg 
2)ceit(feg , wenn bie an ber 0runbfeite litgenben ^infel 
gleichartig; augtrbolb/ wenn biefe nngieichartig finb. Soffelbe 
gebt au^ ben gormtln 

ain a" tangC . 

ain a" taiigB* ' 

ain A" cos B , 

.toÄ” = wc- 


JDag^non ben Slbfchnitten a", a'" berfenige, weichet an 
bem, btra SSechten ndbtrtn SBinfel liegt, immer fein 
roug, fo wie ber gegenüber liegtnbe SBinfelabfchnitt , ifl g. 
©. §. 39. 3uf. 2^ bemerft worben, ^ier Id§t fleh bieg febc 
einfach nachweifen. »Denn eg ifl: 


/./ cos b cos B 

coaa = ; unb cosp = -: — 

cosp’ ^ sinA 


babtr 


//, cos b . sin A‘ 
cosa = 


ff 


cosB 


3fl nun C bero tHechten ndbtt alg B, fo finb B unb |b 
gleichartig; babec cosa" pofltin; mithin a"'<i3r. 

3uf. 3. SRerfwürbig Ifl bet gaH, wenn bet IBinfel A 
bero ©upplemente »on a gleich ‘ft* €g ifl olgbann A'" bag 
Äomplement non a"; A" bag Äompleroenf non a". 


IDenn ifl A=w — a; fo ifl sinA=sina; aifo ouch 
8inB=8inb; ain C= sine; mithin , ba wenlgfleng jwei 
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f 

©eitm mft ben geflenübec ((eg<Qb<R SSinfetn gletcbard'g fein 
tniSffen/ 

B=b; C=c, 

SRnn i(l lang a"'= cos Ctangfb (§. 16.); ober, ba C=sc ijl, 
— cos c lang b, 

unb cotgA" =cosclangB (§. 16.); ober, ba B=b, 

= cos c lang b, 

foiglicb tanga"' = cotgA" ober K.' — a'"» 

.^ierau« unb au« A=7r — a folgt, bog oncb 
A'"=i,r— a" ig. 

SBenn unigefebrt A"=ij7r — a'" lg, fo ig oucb 

K" —\n — a"; A=jt — a; Bs=b} C=c. 

JDenn eö ig: 

. 9 U 

tangA'"s=s- °?^ % (§. 16 .) unb 

smp 

lang a" =tangA"’sinp"; 

Ober, btt A"=i7T — a'" oorauggefe^f wirb, 

• / 

. ti . >ft m t Sin p 

' tanga =cotga smp = 

, o o r Jgjjg 

©ober lang A'" = — ^ , folglich Al" — ln — a"; 

mithin omh A=n — a; B=b; C=c. 

3uf. 4. SKit .^ölfe beg «Perpenbifelö I4gt g(^ bie 
tUufli^rung fchtefioinfliger ©reiecfe ouf bie ^uflbfung recht« 
minlliger {urücffuhren, inbem raon bureh ein ^ßerpenbifel bo^ 
}u berechnenbe ©reiecf in jwei rechtminllige jerlegt, bon be« 
nen bo^ eine jtoei bec gegebenen 0tutfe - enthalt, too^ freilich 
in ben beiben Odilen, toenn brei ©eiten ober brei SBinfet 
gegeben gnb, nicht möglich ig. 

1) ©inb jtoei ©eiten a, b, unb bec eingefchloffene 
SSinfel G gegeben, fo fdOe man oon A (ober auch oon B) 
bo^ 93erpenbifel AD. 2in bem rechtminlUgen ©reiecfe ADC, 
mo bie .^ppotenufe AG (b) unb ber onliegenbe SSinlel C 
befonnt ig> h^t man: 
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1) sinp =55 sin b sin C. 

2 ) tang a"' = lang b cos C. , i 

3^ cotg A = cos b tang C. 

t«tfcar<b p', a'", A'" bt(iiromt finfc, erWU njttn.fn 
btm SOteiedt ADB 

1 ) a" =a-a"; 

2) cos c 5=5 cos a"' cos p ; 

3) tangB =^ ^P » 

sin a 

4) tangA"=*-ig^ unb A=A" + A"'. 

2 ) (Si’tib j»e{ SBinfel AjB unb bi’c annegenbe Qeitt c 
flegtbfn, fo fdße man »on A (ober B) bag ^erptnbffel AD. 
3n bfm «(^tainfligtn ©rtitcfe ADB ifl bann »über bie 
^)ppotenufe c unb bet anitegenbe SBinfel B gegeben? not* 
aui »{e oben bie übrigen ©(ücfe biefe« ©reiecfeö unb 
»itrelfi berfelbeu bie be4 anbern 2)ceiectetf ADC finben 
laflTen. 

©trfelbe gaß finbet flatf, »enn i»ei ©eifen unb eio 
gegenüber liegenber ßBinfel, ober wenn jaei Sßinfel unb 
«ine gegenüber liegenbe ©eite gegeben finb. 

3) 2Senn brei ©eieen gegeben ßnb, fdße man non 
einer beliebigen €de, ce»a A, ein ißerpenbifel» SIuö 

coaa cos c 

cos a" cosb 

fff ff 

— cosa cosb — cos c 

cos a + cos a" cos b + cösc * 

tangi Ca '+ a''J tang j (a'-- a'")= tangi(c+b)tangi(c^^^ 
2)a a" + a"=a i(l, fo er^dit man ^ierau« 

tangi(a"— a'") = ^angi(c4-b) tang §Cc — b) 

tangia 

5«aii er5dif ^ierauö bie 2)iffereni a"-a"'. S>ie ©umme 
a +a Iß gegeben? ba&er ßnben an« (a"+a"')±(a''-a'") 
beibe SJbfc^niKe a", a'". |>at man biefe, fo iß in jebein ber 
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£)rei((fe ADB,' ADC i>{e .^ppofenure tmb eine ^at^etc 


begannt/ ou^ benett ficb tie SBinfel^ftnben. ■ .. . 

4) ©inb bie 5®infel gegt^en, fo erbift mon, nae^bem 
bo^ ^erpenbifel p' gefdOt i(?/ au^ ber Proportion ‘ 


’sinA' cosB - 

rm =s= — p: bie ©leicbuttg 


sinA 

sin A" — sin K" 
— *77—; — : — ■ 
sin A + sin A 


cos C 
cosB- 


■cosC 


ober 


cosB + cos C' 

‘“SKC-B), 

bober lang J(A"- A'")=tangl A . tangl (C*+B) tangi(Xj.B)'. 


Jpieran^ finbet ficb A" unb A'". SKan fobann in iebem 
ber 2?reirde ADB, ADC i»ei SEBinfelf ah 4 bentn bie 
©eiten ficb finben Iflffen. ■> 


SBo hier ©inuä porfontmen» (d§t ftcb bie ^tbeibeutigfeit 
berfelbrn noch ben bereitet bekannten Siegeih entfcbeiben. 3uc^ 
bie ^o/inuö ber aBinfei; unb ©eitenabfcbnitte erjeugen bierbei 
Stoeibeutigfeit/ inbem ju einem unb bemfeiben ^oftnu4 ein 
pofttioer unb ein negatioer aBinfel ober SSogen genommen 
»erben fann. £>iefe 3n>tibeutigfeit entfcb.eibet bie £nge,bed' 
Perpenbifcl^/ bie ouä ben nn ber ©runbfeite liegenben Sßin« 

fein ober ©eiten erfannt wirb. 3n ben fogenannten jwei» 

heutigen gdOen (wenn j»ei ©eiten unb ein gegenüber Kegen* 
ber !&iinfe( ober i»ei aBinfel unb eine gegenüber (iegenbe 
©eite gegeben ftnb) if{ bie nbtbige €ntf(beibung g. ®. §. 39, 
3uf.3. jtt fu^en. , - - ‘ 

3tnmerf. ®ie oben §. lg. u. f. ,g»btau(bfen ^filfSgr^eU: 
jut Bnfammenjtebung ber allgemeinen Sbrmeln in Saftoren {tnb 
jum nidjtö anbereä, ald bie bur^ ^etpenbifet erjeugten 
Seitens ober 2Binfeiabfcbnitte, ober bie a^erpenbifet felbjl,- 'SBSeUigV 
fienO (affen ftcb beibe ganj in Uebereinfhmmung bringen, • 

j, : §• 46. 

Se^rfog. 3»if^tn ben bur^ i»ei Perpen» 

bifel — ba^ eine oon A, b’aö onbere toon B ou^« 
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dt^esb - 
fc^nitttn 


1 ) 


2 ) 


3 ) 


4 ) 


5 ) 


6 ) 


- 8e6in>eten ©eüea* anJ) SBInfelab- 
finbeir folgenbe SerHüaiffe fiatt: 
bfe Sangenten ber beaac^barttn 
SBinfelabf(bnttte töte bie Sanaeniea. 


bie ilanaeatett bet gefrennten SBi'n* 
felttbfcbnitte uaiafJebrt töte bte Äo» 
fitia« ber onltegenbtn ©erten. 

bt’e Tangenten bet benacbbarfea 
©eifeaabfdba. amgefebrt töte bie 
S^ang. ber ganjen ©ettta. 

bie Saag. bet gefreaafea ©eifea» 
abfcba. n>ie bie ^oftaud ber aalie« 
genben !Siaft(» 


tangA" 

tang A 1 

lang B' 

tangB*] 

tangA"' 

^ cos a j 

tangß" 

. cos b ’ J 

tang a'" 

_ tangb 1 

tang b"' 

taug a ’ j 

tanga" 

cosB 

tang b' 

cos A’ 

langp' 

_ siha'"') 

tangp" 

sinb'^’j 


cosp 


cosp 


bie Xaageafea ber 5J«P«Rbifel tote 
bte ©iaug ber öoa beafeibea eiage* 
- ( feblöfeaea ©eiteaabfcbaitte. 

r bte Äoftnuö ber iperpeabifef »ie bie 
— -TO}< ©tau» ber öoa beafeibea eiagef(|}(. 
smA I SSinfelabfc^Bitfe. 


sin 


©ernet^. 3« be« reebltöiafit'gea SDretecfea ADB 
uab AEB, n>elcbej bie J&ppofeaufe c geateia iff 
: tangBtangA''cosc = l; uab . 

, lang A lang B' cos c = l ; (§. 16.) 
ba^er tangAtangB'=tangBtangA", ' ; . 

ober 

taiigß tangB 

2) 3a bea ©ret'eifen ADC, AEC, beaen ber tSBtafel 
G gemein iH: ' 

lang A'hang C cos b = 1 ; 
tang B*" lang C cos a=l} (§. 16.) 
ba^er tang A" cos b = taug B"* cos a; 

ober ^ cosa 

tangß cosb* T ' , . . , ' • ; 
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3 ) 3 « benfdbtn 0 re(t(f<n i'fl; 

tanga^ tangb”' 

lang a * 


cos C 


to^ec 


lang b 

lang a"' tangb , 

tanga* 


tangb' 

4) 3n bcn ©reierfeh ADB, Aeb (jlj 

tang a" tang b' 
tang c g ^ t 

tang a" cos B ' 

* ' * ’ tangb' cosA' 

5) 3n ben fDreietfen ADC, bec ijlt 

tangp _ tangp" 

tang ^ : ?77- •— — : — i?^> 

o etvi » 5 H 1 5 


ba^ec 


sin a 

tangp' sin a' 


I. i if(i "k 

• . l.> ^ ^ 

':.•! pi j :n 4 

1 -vi,'- . 

/. » I 

■ V 'i t^'U 

• ! nw 

Cf. 5 

brii Ji' hi 




• • * . >* . 1 ''f - 

tangp sinb 

6 ) 3 n bemfclbcn Sreierfe i(!; 

^ cosC = cosp'sin A"'=3C0sp"siaB"'» btt^tC 

' cosp' sinB'" . ' 

— - - " - Ty ' . ' VW* 

cosp sinA 

3ufa^. gtm'fc^en b«n 2 lbfc^ni«eti bec «Perpenbifer, 
q', r, q", r" pttbct bie £HeIotion 


tang q' tang r’ = tang q' tang r" Obec 
tanjq; ^ 

;^ngq tangr 

SDenn in bem Sreierfc BDP ifl - . 

tangPD ^angr' 

cosBPDs=. — 

tang BP tangq 

3n bem ©reicde AP E ifl " - * 


Ul Jfi ffcil ' 

- .— 1 L 


.1 •) Ills 


cos 


ape='.;; 5 s |5 = 

tang AP tangq 


Viitt 

= 01 

Stt BPD=APE ifl, fo fofgt 

I f I I o tangq tangq . 'f';l 

ober tangq'tangr'= tangq" tangr". 


5 . 47 . 

2e&tfa5. ©le »ön ben ©infelfpiöen eine« 
fpNrIfcben ©relecfe« auf bie gegenüber liegen, 
ben eeiten gefüllten bcei 5 perpenbifel fcftnei. 
ben ficb in einem nnb bemfelben fünfte. 

95e»ei«. 3'n bera ©teierfe Abc (gig. 8.) feien bie 
^erpenbifel AD, BE (p, p") gejogen, bie ücb in P fcbnei« 
ben. ©inge baö britie «Perpenbifel CF nicht bur^ P, fo 
trifft ba« »on P auf AB gefüOte ^erpenbifel PG in einem 
»on F öerfchiebenen SPunfte G biefelbe ©eite, ©ie burch 
bat ?Jerpenbifel;C’F gebilbeten ©eitenabfchnitte AF, BF 
geben nach §. 45. bie Proportion 

sin AF tangB 

sin B F lang A' 

3n bem ©reiecfe APB hat man nach bemfelben ©age 

, sin AG tangB' 

tang A"’ 


sinB G 

IRach §• 46. 97um. 1. i({ 


tang B' tangB 


folglich müßte 


tangA"^ tang A 

gin A G tangB 

sin BG tangA ’ 

sin AG sin A F 


affo i|l 


fein/ toad nicht mog. 
©enn be. 


sin B G sin B F 

li^ ifl, toofern F nnb G nicht jufamraenfallen. 
jeichnet man GB mit xj FB mit x; fo ifl AG=c— x; 
AF=C— x'. 3(1 nun ' 

sin (ct-x) sin (c — x') 

**- ,CTnx ■ T sinx' ’ 
sin c cos X — cos c sin x 


Ober 


sin c cos X — cos c sin x 

sinx ■ sinx’ " ' 

ober sin c cotg x -- cos c = sin c cotg x' — cos c ; 
fo müßte ' sin c cotg X— sin c cotg x', 
aifo x=x', b. i._BG=BF fein »oö ber Sinnahme »iber# 
fpricht. ' ©ahec muß ba^ britte perpenbifel auch burch P 
9«h«n. ‘ 
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H ‘ ■ 


3uf. 1. ©ö^ec t|! ' •> 

tang q' tang r'= tang q" tang r" = tang q'" tangr 
3uf. 2* ©ic 35erpenl»ifcr i»eier ^Polarbreifcfc fc^netben 
fid> flllf in einem fünfte, ©enn ift A'B'C* (gig. g.) ba^ 
5JoI«rbrciec{ öon ABC, fo fle^t ber öon A' bnrcfe A gejo» 
gene SBogen in D, D' fenfrecftt auf ben ©eiten BC, B'CT, 
beren ipole refp» A', A ftnb.' liegen olfo bie iPerpenbl» 
fei ber forrefponbirenben ©pi|en A, A' in einem unb bem* 
felben .Qauptfreife. ©affelbe gilt Pon ben iPerpenbifeln ber 
'©pigen B, B' unb C, C', ba^er 1(1 bie SBe^auptung flar. 

3 u f. 3. SSott ben forrefponbirenben (perpenbifeln jtoeier 
(polarbreiede if{ (ebeö ba^ ©upplement beä anbern. ©enn 
eö ifl A'D=-j7r; AD'=f»r5 ba^erj 

« == A'D + AD' = A' A + AD + AD' 
=AD+A'D'. 


§. 48. 

Se^rfa^. SBenn in einem re^tminfligen 
fpHrifc^tn ® ceiecfe ou^ ber ©pl|e beö rechten 
SBinfelä ein (ßerpenbifel auf bie J^ppotenufe 
gefdllt wirb, fo ijl: 

1) ber ©inu^ be^ ißerpenbifel^ bie mittlere 
proportionale {tvifcfien ben Tangenten ber 
potenufenabfc^nitte; 

2) bie Tangente (eher ^at^ete bie mittlere 
Pr oportionale jmlfcben ben Xangenten ber J^p« 
potenufe unb be^ anliegen ben Pbfc^nitte^ ber« 
felben. 

S5eweiö. 1) 3fn bem rec^tttinfligen ©relecfe BAC 

(gl9. 7.) iü. ' 

, tang a tang a 

““p=t^=t4^" 

. tf , nt 

4 . r • - # tanea tanga 

tae« «"■p=S5|ä^i|ä^- 

3(1 nun A ber rechte SBinfel, fo i(l A" + A"'=A=i7rj 
folglich tangA"tangA"'=l; ba^tr sin* p= tang a".tanga"'. 

n. 8 
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2) 3« «(^tainfUgett SDreietf« ADC ijlj 


cosC = 


tanga 


tangb ’ 

in bera ganjen S)«i'ecfe ABC, beffett SQ3tnf«I A bec re^t« 

i(l, i|l; 

n tangb 

cos C = : ; 

lang a 

f«<«< = Sf-a 

lang* b = tang a lang a" * 

€6en fo 'er^<IU ntön auö bcn ©reiectcn ADB, ABC 

tang a" tang c 

tauge tanga’ 
tang* c = lang a tang a" folgt. 

' 3uf. 1. ©ie 0uabrafe ber Sangenfett ber Äaf^tfen 
oer^alten tvie bie Xangenten bec anliegenben ^ 9 potetm< 
fenabfcfinitte. X)cnn ouö 

tang* b = tanga tanga'" uttb tang* c= tanga tanga" 

tang* b tanga"' 

tang* c tanga" 


cos B = ■ 


worauf 


folgt : 


3uf. 2. 9Iud& ifl baö 5Probuft ber ©inu^ bec Sot^ete« 
glei^ bem ^cobufte bec ©inuö bec .^ppotenufc unb beö $ec» 
penbifelö. ©enn auö ben cec^ttoinfligen Sceiecfeti ADC, 
ABC ec^dlt man; 

sin p sin c 


tpocau^t 


sinC— . , — . 

sin b sin a 

sin b sin c = sin a . sin p' 


folgt. 


§. 49. 

2e^cfa§. SBentt »on einec ©pi§e CA) eine^ 
fp^dcifd)en ©ceieefeö nai^ einem beliebigen 
ipunfte bec gegenubec liegenben ©eite (a) ein 
SSogen (p') gejogen wicb, fo finben folgenbe 
©leiebungen flatt: 

1) sin a cos p' = sin a" cos b + sin a'" cos c ; 


I 


/ 


Digitized by Google 



115 


2) sin A cotgp' =sia A"cotg b+sin A"'iCotgc; 

3) sin a cotgSl"' = sin a"'cotgB — sin a" cotg C ; 

4) sin A cos SJl'" = sin A'" cos B — sin A" cos C ; 

5) cos 31"' sin a sin p'= cos a" cos b — cos a"'cos c ; 
cotg 31"' sin A 

smp’ = cos A cotg b-— cos A cotgc; 


7) 


sin A" . sin a'" sin b 
sinA . sin a smc 


SSeroeiö. 1) SBirb m bem ©reitdEe ABC (Sig. 10.) 
ber SSogen AD beliebig gejogen, fo ifl in bera babur(^ enf» 
flanbenen Sreiecfe ABD 

T, cosp' — coaa'cosc 

COsB — ^ rr~z J (§, 12*) 

sina smc ' / 

in bera ganjen ©reiecfe ABC ifle 


cosB = 


cosb — cos a cos c 


smasinc 


bober if{ 


cosp' — cos a" cos c cosb — cos a cos c 


sm a sin a 

obtr sin a (cos p'— cos a" cos c) = sin a" (cos b — cos a cos c) 
baber: 

sin a cos p' = sin a" cos b 4- (sin a cos a" — cos a sin a") cos c ; 
= sin a" cos b + sin (a — a") cos c ; 

= Sin a cos b 4 - sin a cos c ; 

2) 3tt benfclben ©reierfen i(l nadb bet brltten ^aupt> 

gleicbung (§. 14.) 

cotgp'sinc — cosA"cosc 

cotg 15 — - 'VW ■ 

° siiiA 


unb COtgB: 


cotg b sin c — cos A cos c ^ 
sin A * 


bürau^ folgt: 

sinA(cotgp'sinc— cosA"cosc)=sinA"(cotgbsiuc — cosAcosc); 
unb; Wenn oKeä mit sine bioibirt wirb 
sin A (cotg p' — cos A" cotg c) = sin A' ' (cotg b — cos A cotg c) 
bober ifl: 

sinAcotgp'=:8inA"colgb4-(sinAcosA" — cosAsinA")cotgc; 

• 8^ 
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=Asin A" cotg b 4- sin ( A — A") cotg c p 

= sin A" cotg b + sin A'" rotg c { 

3) Stu^ betn ©reterfe ADC tt^&U man 

. , cotg C sin 21"' + cos 2l"' cos a " ^ ^ v 

cotgp =_« } (§. 14.) 


o«ö bcm Srtucfe ADB 

, cotg B sin 21' + cos 21" cos a" 

cotgp = 


sina 

V 


ba^er ifl: 

cotg C sin 21"'+ cos 21'" cos a'" cotgBsii^"+ cos2l'cosa" 

Sin a sm a 

Obft sin a" (cotg C sin 21"' + cos 21'" cos a'") 

= sin a'" (cotg B sin 21 " + cos 2l" cos a") { 
ba^tr sin a" cos a'" cos 21"' — sin a"' cos a" cos 21" 

= — sin a" colg C sin 2l''' + sin a'" cotgB sin 21’ > 
obttf wenn man für 21" fubfiituirt (n — 21'")/ 

(sin a" cos a'" + sin a'" cos a") cos 2l" 

= (sin a'" cotg B — sin a'" cotg C) sin 2t'" > 

ba^er: 

sin (a"+a'") cos 21'" = (sin a'" cotg B — sin a'" cotg C) sin 21"' i 
«nblicö nacö ©ibifjon mit sin 21'" 

sin a . cotg 21'" = sin a"' cotg B — sin a" cotg C. 

4) 3n ben SreiecEm ADC unb ABC ifl; 

, cos 21'" + cos A"' cos C 

cosb= i unb 

sinA sinC 

cos B + cos A cos C 

sin A sin C 

sin A (cos 21"' + cos A" cos C)=sin A'" (cosB + cosA cosC); 
ober 

sinAco82l'"=sinA'"cosB+sinA'"cosAcosC— sinAcosA"'cosC; 
• = sin A'" cos B — sin ( A — A'") cos C ; 

== sin A'" cos B — sin A" cos C ; 

5) in ben Srciccfen ADC unb ADB iff: 

cosb = cos2t'"sina’"sinp'‘+ cosa'"cosp'; (q>) 
cos c = cos 21" sin a" sin p' + cos a" cos p' ; 


cos b = ■ 


-} ba^er ifl 
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= — cos 21"" sin a" sin p' + cos a" cos p" } (tp) 
SRuUlpliiitt man bie ©leicftung (g>) mit cosa", (tp) mit 
cosa" unb bann btefe bon jener ab, fo erhält mon 
cos 21 sjnp Csina cosa +cosa sina ) 

= cosa" cos b — cosa'" cos cj baber 
cos 21"* sin a sin p' = cos a” cos b — cos a'** cos c. 


6) 3« JDreiecfe ADC t(l 
cotg b sin p' — cotg 21“* sin A'" = cos A“' cos p'j (tp) 
in bem JDreiecfe ADB 

cotg c sin p' — cotg 21" sin A" = cos A" cos p' ; 
ober cotg c sin p’+ cotg 21'" sin A'*= cos A" cos p'; (ip) 
SRnltiplijirt man (g>) mit cosA", (ip) mit cosA“', fo wirb 
cos A"(cotg bsin p' — cotg 2J'" sin A'") 

=cos A"' (cotg c sin p' + cotg 21"* sin A"^j / 
toorau^ cotg2l*"(sinA"cos A'" + cos A"sinA'"3 

a=t sin p‘ (cos A“ cotg b — cos A'" cotg c) 

ober = cos A"cotgb — cos A"' cotg c felgt, 

sin p 


7) 2(u^ ben Sreierfen ABD. unb ACD erb^lt man 


sin 21" 


sin2l'"=- 


sin A" sine 
! : // 

Sin a 

sin A"' sin b 


unb 


sina 


SDtt sin 21** = sin 21"' i|l, fo folgt bittauöt 

sin A" sin c sin A'" sin b 

— ; — ^ — ttt — ober 

sin a sin a 

sinA .sina sin b 

sin A". sina" sine 


Ttnmerf. SBitb ber SSogen aui ber ©pi^e B nai) b gejos 
gen, fo i|l in obigen @iei(bungen a, A, 2( gegen b, B, S3 unb 
bie SDtarfe (') gegen (') ju »ectaufeijen. @cl)t ber Sogen oon C 
na4> c, fo »«»anbelt ficb a, A, 2t, ('), in c, C, 6, ("') unb 
umgetei)rt. 

3uf. 3n ben ©lel^ungen 3, 4, 5, 6, ftub bie 2)ro« 
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=*sin A" cotg b + sin ( A — A") cotg c , 
= sin A" cotgb + sin A'" cotg c } 

3) 5äu^ t»mi ©rficcte ADC ereilt man 


(i 14.) 


, cote C sin 21 4* co® 21 cos a" 

sina 

fluö fctm ©rtifrfe ADB 

, cotg B sin 2l” + cos 21" cos a" 
cotgp= -^^77 ; 

bo^er ifi: '• 

cotg C sin 21'”+ cos 21"' cos a'" cotgBsirftl"+ cos2l"cosa" 

“■ ■ “ »77 ““ " ■ ' 

Sin a sm a 

ob« sin a" (cotg C sin 21"' + cos 21"' cos a") 

= sin a'" (cotg B sin 21 " + cos 2l" cos a") ; 
ba^« sio a" cos a'" cos 21'" — sin a"' cos a" cos 21" 

= — sin a" cotg C sin 2l" + sin a'" cotg B sin 21' » 
obtr» tsenn man für 21" fubflituirt (n — 21”')» 

(sin a" cos a'" + sin a'" cos a") cos 21'" 

= (sin a"'cotg B — sin a'" cotg C) sin 21"'> 

bo^rr: 

sin (a"+ a'") cos 21'" = (sin a'" cotg B — sin a'" cotg C) sin 21"' ; 
enblicft nac^ jDiöifion mit sin 21"' 

sin a . cotg 21'" = sin a"' cotg B — sin a" cotg C. 

4) 3n btn ©rritcfttt ADC unb ABC ifl: 

, cos 21"' + cos A'" cos C 

COSb= ■ -T-, J unb 

sinA sinC 


cos 


, cos B + cos A cos C . , 
b = T. . ^ } ba&« 1(1 

sm AsmC 


sin A (cos 3"' + cos A'" cos C) = sin A'* (cosB + cos A cosC) ; 

ober 

sinAcos2l'"=8inA'"cosB+sinA'"cosAcosC— sinAcosA"'cosC; 
• = sin A'" cos B — sin ( A — A'") cos C j 
= 8inA"'cosB — sinA"cosC; 

5) in ben Sreiccftn ADC nnb ADB ifi: 

cos b = cos 21"' sin a'" sin p* + cos a'" cos p' ; (tp) 
cos c = cos 21" sin a" sin p' + cos a" cos p ' ; 
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= — cos 91'" sin a" sin p' -f- cos a" cos p' { (ip) 
man bic ©leic^irog (<p) mit cosa", (t//) mit 
cosa'" unb jic&t bann bicfc »on icnec ab, fo erholt man 
cos 91 "sjn p' Csin cos a"' 4 * cos a" sin a"') 

= cosa" cos b — cosa'" cos cj ba^tt 
cos 9 t"* sin a sin p' = cos a" cos b — cos a'" cos c. 


6) 3n bera ©reücfe ADC t|l 
cotg b sin p' — cotg 91*" sin A'" = cos A"' cos p ’ ; (q>) 
in bem Srcicde ADB 

cotg c sin p' — cotg 91" sin A" = cos A" cos p' ; 
ober cotgcsinp'4-cotg9l*'*siiiA*' = cosA"cosp'; (yj) 

SRuKiplijirt man (9) mit cosA", (9) mit cosA"*, fo wirb 
cos A"(cotg b sin p' — cotg 91'" sin A"*) 

= cos A'" (cotg c sin p' + cotg 9t " sin A"}; > 

worauf cotg 9t*" (sin A" cos A'" + cos A" sin A"') 

*=3 sin p‘ (cos A" cotg b — cos A*" cotg c) 

ober co>g91 — go3^"cotgb — cosA"^cotgc folgt, 
sinp 


7) 9tuö ben Srettrfen ABD. unb ACD er^5tt man 
sin A" sin c 


sin 9t*‘ 
sin 9t'" = 


sin a 

sin A"* sin b 
' //# 1 
sina 


unb 


SDa sin 9 t**— sin 9 t"* i|t» fo folgt ^in*au^: 

sin A" sin c sin A'" sin b 

• »Ä*“" ^ tif 

Sin a sin a 

Sin A .sina sin b 

sin A". sina" sine 


obtr 


Ttnmerf. 5Bitb ber SSogen oud bet ©pi|e B nn^ b gejos 
gen, fo i|l in obigen ©leiebungen a, A, 7t gegen b, B, 95 unb 
bie SRatfe (') gegen (") ju oettnufeben. @ebt bet 95ogen »on C 
nach c, fo oetwanbelt ficb a, A, 7t, ('), in c, C, 6^ ("') unb 
umgefebtt. 

3wf- 3« ©teiebungen 3, 4, 5, 6, fiub bie 3)ro» 
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portfonm §. 45. enf^alten. SDenn {fl p fenfrec^t öuf a, 
fo ifl .r'=f7rj aifo cosr'=0; cotgr'=0. 

£)te 0(eic^un9 (3) gieSt bann 

0 = sin a'" colg B — sin a" cotg C { tvorau^ 

sin a" cotgB tangC 

sina'" cotgC tangB 

2ln bec biecten ©ietc^ung tvicb bann 
' 0=sinA"'cosB — sinA"cosBj obtC 

sin A” cos B ^ 

sinA"' cosC’ 

SIu4 bec fünften erhalt man 

0=cosa"cosb — cosa*"cosc; obtt 
cos a" cos c 

- m.mm — ♦ 

cosa'" cosb* .i 

5lu4 ber fed&flen; 

0 = cos A" cotg b — cos A’"cot^^ 

cos A" cotgc tangb 

cosA'" cotgb lange* 


§. 50* 

SBirb bec SBInfef A burc& ben Sogen p' ^albicf, fo {fl 
fn obigen ©leicbungen A"=A"'=^-A. SDlan erbdit bann: 

1 ) ou^ «iu A cotg p' = sin A" cotg b + sin A'" cotgc 5 (2.^ 

^ sin A cotg p'= sin tA cotgb + sin tA cotgc j obet 

2 cos iA cotgp' = cotg b 4- cotg c. 

güc baö bolbirenbe p' ergi’ebf ficb baber bec einfache ölnöbcncf 

cotgb 4- cotgc 

2 cos 4 A 
sin f b -j- c) 

t • 

2 sin b sine, cos 4 A 

2) Sie ©lei’i^uttg 3lo. 4 giebt in biefera gaße; 
sin A cos 31"' = sin 4 A (cos B — cos C) j tO OCauÖ 

2 cos 4 A cos 3i'" = cos B •— cos C 

=2sin4(C4-B)sin4(C — B) obec 
cos 4 A cos 31'" = sin 4 (C 4- B) sin 4 (C ~ B) folgt. 


cotgp' 
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gilt ben SBinfel 21"' ni«n «Ifo bcn 2luöbru(f 

cosB — cosC sin y (C B) sin KC — B) ^ 

2cos^Ä cos^-A ' / 


COS 21 = 


(<p) 


§. 34, (2.) i|l 
ergiebt 


cosA — cosC« sin(c — 

1+cos A 


sma 


batau^ 




sina 


(y>) 


3lu^ beiben gormetn, (q>) unb (V^), gebt berbot, bag öoti 
bcn SBinfcln 21", 21"', welche bet ben SBinfel A balbtcenbe 
SBogen p' on bec ©runbfeite a bllbet, bet bet fleineren ©eite 
b, ober bero groger^n SSinlel C, jugefebtfe 2t"' ein fpigec 
SQJinfel ig. 

3) )Die feebge ©teiebung »ereinfacbf geb in folgenbe: 

cotg2l'" rotgb — cotge 

sinp' 2siiii-A 

4) 2lu« bet pebenten erbcllt rann bie «Proportion: 


sma 

sina'.' 


sinb 

sine 


SBcnn alfo auö einem SQJinfel cineö fpb^tiftben 
SDreiede^ nach bec gegenüber liegenben ©eite 
einSBogen gezogen wirb, ber t enen SBinfel b«l» 
bitf, fo öcrbalten ffeb bie ©innö bec ungetbeib 
ten ©eiten wie bie ©inu^ bec nnliegenben 2(b» 
febnitte ber getbeilten ©eite — eine 2tnalogie jn 

bem planiraetrifcben ©a§e; 

a'" b 

—TT = • 

a c 

3uf. g5c ben SBogen p' erbülf wan in biefem gälte 
noch einen bemerfenöwertben 2luöbru(i mit tßeper* 

feben gormeln. 3n bem Sreieefe ABD ig nomlicb 

tang4p =tangi(c — a ^ 
in bem JDreierfe ACD ig: 
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tangip-=toigt (b+ , ( 5 . 33 , ij. 

_ lang i Cb + a J ^ ^ . 

5DIttf(ipnjtrf man 6eibe ©Ief<^ungett/ fo ttWt num; 

.a„g.ip-=Ung*(c-OUngKMa'Oti^g^^^ 

3ff nutt A" = A'" fo oeremfac^f fic& tn'efet Slugbrucf m 
fofgeitbeii : 

tang» ip' = tang i Cc — a") tang 4 (b + a'"). 

©a bie Btiteti b, a'' unb c, a'" auf einerlei 2irt am p' lie» 
genr fo toirb auch 

tangHp'=tangiCc+a")tang4.(b — a';') fein, 
toa^ auch au^ 

tangiCc— a ") _ tang|C(M"— A") . 

WngiCc + ä") “ tang^-Cr + A") 


t^g^r -A-) „ 

tangi(2l +A'"3 C»eiIAaa=A 


') 


tan giCb-a-) 
tangKb + a'") 

• ru 

^erborge^f, einfacbtc aber auö obiger 5)roportion 


sinb 


sin a ' sin c 
sin b — sin a'" 
. sin b + sin~ä^' 


tangUc + a") 


folgt, ©enn man erbdlt barauö fogteicb 

sine — sin a" _ tang 4^ (b — a'") 

sine— sin?” tang4(b + a'") 
hierauf 

tangi (c — a") tangj (b + a'") = tang4 (b — a'") tangi (c+ a"). 

§. 51. 

SBirb ber Sogen p' nach bem SKittelpunfte ber ©eite a 
9 «Jogen, fo wirb in ben ©leicbungen be9 §.49. a"=a"'. 
ergiebt ficb bann 
1) anö 3?o. 7. 

sin A" sinb ^ sinB 

sinA'". sine ~~ sinC 
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SBenn alfo' auö eliura eineö 

£>cei'ecfe^ na(^ bec S)!itte bec gesendbicc Hegen« 
ben ©eite ein ^ogen gejogen wirb, fo »ec^oN 
ten fid) bie ©inu^ bec 3lbfc^nitfe beä get^eil« 
ten SBinfeU wie bie ©inu^ bec unget^eiHen 
SBinf el. 

2) 2lu^ SRo, 1. ec^citf man 

'sin a cos p' = sin ^ a (cos b + cos c) 

ba^ec 

' , cosb + cosc 

cosp 2co8^a 

^sin(B + C)cosJ^. 3^^ 3^ 


3) Sluö SRo. 3. ecgiebf fi^ 

sin a cotg SJl'" =sin ^ a (cotg B — cotg C) ; ba^ec 
cotgB — cotgC 


cotg 21" 


2cos|a 


sin(C — B) 

2 sin C sin B cos i a ’ 

3fl ^iec C>B, fo ifl cotg 21'" pofttit», olfo 21'" ein fpigec 
SEBinfelj i(l umgeJe^rt 21 '"<t»t> fo mu§ C>B, olfo au(^ 
c>-b fejjn, SSon ben iffiinfeln olfo, »elcfee buccb ben ouö 
bec ©pige einc^ fp^dctfc^en jDceicrfeö noch bec SRitte bec 
©cunbfeite gejogenen SBogen an bec ©cunbfeite gebilbet »ec« 
ben, flebt bec fleinece einec fleinecen ©eite gegenübec, unb 


umgefe^ct* 

3uf. 1. JDiefen bon bec ©pi§e na^ bec SRitte bec 
©runbfeite ge^enben Sogen fann man bie 2lcbfe bed Scei« 
ecfeö nennen, »on beten gtbgerec obec getingecec SReignng 
gegen bie ©cunbfeite bie raebc obec »enigec fcbiefe 8ogc be^ 
•Dceiecfe^ abbdngt. ©reiftet man in bem SRittelpunfte D 
bec ©cunbfeite BC ein ^Jecpenbifel DE (gig. 10.), fo ifi ba^ 
S)ceied um fo fdjiefec, je geogee bec 5GJin!eI EDA — bad 
Komplement bon 21"' — i|l. ©d fann habet biefec jwifeben 
bec 2tcbfe AD unb bem ipecpenbifel ED enthaltene SBinfel 


\ 
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t)ie ©c6(efe 5e3 ©ceietfeö genannt »erben. SBitb b(e* 
felbe mit S bejeic^nef, fo (|l S=i7r— 2i"', habet: 




sin(C — B) , . 

, 2- siuC.fiiuB.cos^a* 

3(1 C> B , fo (fl S poftti» , b» b* ^0^ ® reiecf (fl nach C 
ober b bin geneigt. 3(^ C<B, fo ijl S ncgatio, b. b* baö 
(Dreien neigt f!(b nach bet entgegengefe^ten ©eite^ na<^ B 
ober c. 

®er oben in (3.) ou^gefprocbene ©a§ lä^t (leb bem* 
na^ fo on^briicfen: 3ebed fpbürifcbe Sreieef ifl nach bem 
größeren Sßinfcl ober — toaö baffelbe ifl — nach ber fieine« 
ren ©eite bin geneigt. 

Um bic ©ebiefe be^ ©reierfeö bureb bie ©eiten bejfelben 
ou^iubrüdenr bat man nach §• 34, 4. 


• T.N (cosb cosc) . . 

sm (C -B) am A. 


2sin*^a 


liefen SGBertb in Cqp) fubflituirt unb für sinA, in B, sinC 
bie SSJertbe — — , . ■ — , ■ ■ - v gefegt > giebt; 

' smbsinc' sin a sine' suiasmb 


tangS: 


(cos b — cos a) cos4 a 

= ^ 

sin 4 (c + b ) sin 4 (c — b).cos4a 

siu7(a-j-b+c)siii5-(a-(-b— c)siiiy (a+c— b)sini^(b4-c — a)’ 
3uf. 2. ©er aienner beg jtoeiten Xbeüc^ (g) ld§t ficb 
na^ ber §ormeI sin (o+j3)sin(o — |5)=sin* a— sin*|S (§.2/ 
68.) oertoanbein; unb man erbdit 

„ sin j (<P+b) sin|(c — b).cos j^a 

^ T (.sin* — sin * t (sin* 4 a— sin* 4 (b'^c)) 

©ioibirt man b*er 3dbler unb Slcnner bureb sin4Cc + b) 
sin4(c— b) fo erbdit bet SMuöbrud bie gorm 


cos + a 


langS= 


/ . sin* 4a \ / sin*4a 

V sin* 4(b4-c)/ Vsin*4(b — c) / 
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31? btf ©runbfeite a unb b« Umfang (a + b + c) unt>er5n* 
bedtc^ -- ba bann oud) (b + 0 — fo dn» 

bert tangS nur nacft sin*^(b— c). ©orauö folgt: 

3e gr6§et bei gegebener ©runbfeite unb gegebenem Um=> 
fange bie ©ifferenj bet »erdnberlicben ©eiten ijt, beflo febie» 
fet f?ebt baö Sreieef; unb umgefebrt, je febiefer unter ben- 
felben Umfldnben baö SDreied iß, bej?o grbget ifl bie Diffe» 
renj bet berdnbetlicben ©eiten. 

JDag babei auch bie SDifferenj bet an ber ©runbfeite, 
«Ifo ben »erdnberlicben ©eiten gegenüber, liegenben SBinfel 
mit ber ©(biefe ju unb • abnimmt folgt in Söerbinbung mit 
bem ©efagten au^ 

tangKC-B)=i=ig^>oo.g'C (§.33.) 

ainKc — b) ? sin^(a+b+c)sinj-(c+l)— a) 3.) 

sin^(c + b)l sin4-(a+b — G)sin^^(a+c— b) ^ ’ ' 

__ sin 4 (c — b)^ sin^4^(c + b) — sin* j-a ^ 
sin4^(c4-b)l sin»4a — sin®4(c — b)’ 

31? bagegen bie ©runbfeite a unb bie Sifferenj bet anbetn 
beiben ©eiten unbetdnberlicb, fo nimmt bie ©^iefe ju ober 
ob , je na^bera bie ©umme ber berdnbetlicben ©eite ab ober 
junimmt. 

§. 52. 

3iebt man bon einem i»eifen 5SinfeIpunfte B nach ber 
gegenüber liegenben ©eite AC (gig. 6.) einen jtoeifen 95o=« 
gen BE, (p"), ber ficb mit bem er(?en p' in P febneibef, fo 
lajfen ficb «üf ©reiect BAD , in melcbem BP, (q"), ein 
S5ogen »ie oben p' in ABC if?, bie ©lei^ungen beö §. 49. 
onmenben. IDie ©lei^ung (7.) 

sin A" sin a'" sinb 

sinA*” sin a" sin c 

ouf baö genannte ©reietf angemenbet giebt, inbem A", A'7 
mit B'", B'j a", a"' mit r, q' (DP, PA) unb b, c mit C, 
a". bertauf^t »erben. 
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* * t • 

ainly sing sin c 
sin B' sin r sin a" ’ 

©inb D, E bie SRittelpunfte btc ©tifen a, b fo i|l} 

1) a"=4aj 


sinB" smc , ^ 

llmF “■ (5. 51, 1.) 


S>i(fe Sßert^e fubfütmrt geben 


sin c . sin q 
sin a . sin r' 


sm c 

sin^^ 


©aröuö folgt fät bie Slbfc^nitte q', r be^ S5ogenö p' bie 
bemerfen^nertbe Sielation 

«in Q* 

^ = 3cos4a. 
sin r * 

gar bie 3lbfcbni«t q', r" beg Sgogenö p" i|l bemnac^ ' 

sin q" 

— 77 == 2 cos 4- b. 
sinr 

SSei ebnen ©reieefen i|l ^ = 2, welche« SBerbaUnig au« 

sin q' ^ 

— 2 cos i a folgt , »enn bie ©eiten be« fpbarifeben 

©reiede« unenblicb ftein angenommen »erben. 

©djneiben ftcb bie SBogen p', p'" fo erhalt man fne 
bie Slbfchnitte berfelben ebenfaQ« 

«inq' „ . . sinq'" „ 

r=2cosia} unb \,=2cos*c. 
sin r sin i- • 

J&ierau« folgt bet @a§: 

SBenn an« ben brei SBinfelpunf ten eine« 
fpharifeben ©rciede« nach ben «ffiiftelpunften 
ber gegengber liegenbcn ©eiten äBogen gejogen 
»erben fo fchneiben ficb biefe in einem ^Junfte. 

©enn bejeiebnet man bie Sibfebnitte q', r', bie ber ©urch* 
febnitt »on p' mit p" auf p' erzeugt, bur^ x, yj bie bur^ 
ben ©<bnitt öon p' unb p'" auf p' entflanbenen bureb x', y'» 
fo i|l: 

1) y=p'—xj y'=p'— x'j unb 

sinx sinx' 


2) 2 ( 03 3 a : 


sin (p' — xj 


— I rr > 

sin (p — X ^ 
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Jpteran« folgt »le §. '47 bag x'=x, dfo ber ©urc^fcftnitt 
»Ott p' mit p" unb bec »on p' mit p'" becfelbe fein nmg. 


3»jf. SDie ©Icicbttttg 7. beö §. 49. 

sin A" sin a"' sinb 

sin A!" sin ai\ sine 


oüf bie burc§ bttt SSogen p" gebilbefett Slbfc^tiitte bejo» 
gm giebt: 

sinB' sinb" sina 


sinB'^* sinb' sine’ 

SRultiplijirf matt biefe ©leiebung mit btt oben mtwitfelfeti 

sinB sinq sine 


fo erhält matt 


Sin B sin r sm a 

sinb'" sing _ sii^ . 
sinb' sin r' sina' 


sinq' sina. sinb' _ 

' . JT ■ /# • ’u/T/ f 

smr sina sinb 


( 9 ) 


3«bt raott beti brlftctt Sogen p"' bttreb ben ©urcbfcbnltf^* 
punft »on p' unb p" fo crb^lt man für p' unb p'" ba« 
gjefultat in ( 9 ) bur^ Sertaufebung »on b gegen c unb O 
gegen C)f «IfoJ 


sing' 

sinr' 


sin a . sin e' ^ 
sina"'sinc"’ 


(y>) 


Slug (9) «nb (9) fofflt 

sina" sinb'" sine' = sina'" sinb' sine"; 

»0 bie sibfcbnifte a", h'", c beg 'etfien Xbeileg »on einan- 
bet getrennt ftnb bureb bie beg jweiten Sbeileg/ fo t»ie biefe 
bureb jene, .^ieraug ergiebt ficb ber ©ab; 

5Benn »on ben SBinfelpunl ten eineg fpb^ri» 
feben Steierfeg bureb einen beliebigen ipunft 
innerhalb beffelben Sogen big ju ben gegen» 
über liegenbett ©eiten gejogen »erben, fo ijl 
bag -probutt aug ben ©inug ie btei »on einan» 
ber getrennter ©eitenabfebnitte bem «probufte 
ber ©inug ber übrigen ©eitenabfebnitte gleieb. 

2)et ©ab i(l übtigeng aueb gültig, »enn btt ipunft P, 
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in »eifern bie ton A, B, C stjögtnen Sogtn fc^nef- 
ben, m'c^t innerhalb be« ©rciecfcS Iteflf, fonbem ein beft- 
biger 3)unft bcr Äugtlfldcbc i|l. tritt nur bet Untetfcbteb 
ein, bog t)Ott ben Slbfc^nitten ber ©eiten einige grbget olö 
bie ©eiten felbg »erben, inbem bie onbern ju benfelben ©ei- 
ten gebbrigen Sibfcbnitte ongerbolb faßen, bie bonn oi^ ne- 
gative ju betracbttn gnb. 

fei ttdmlicb rSig. 110 P ein «punft augerbatb btß 
©reiedcö ABC, ber enftveber in einem ber 9?ebenbreiecJe öoti 
ABC ober in einem ber ©egenbreiecfc bcrfeiben üegen mug. 
©r Hege in'bem iKebenbreiccEe ACB'. giebt man bur^ P 
t)on A, B, C bie SBogen APD, CPF, BEPB', fo ig in 
bem 2)reiecfe ACB' no^ bem ©rtoiefenen 

sin CD . sin B'F . sin AE = sin EC . sin B'D . AP. 

«Rimmt mon fiir B'F unb B'D bie ©upptemente BP, BD, 
»eicbe biefelben ©inuö buben, fo ifl: 

sin CD . sin BF.sin AE=sinEC. sinBD. sin AF ; 

3n 55eiug auf ba^ Sreiecf ABC ig nun ; 

CD=— a"'j EC=b'"} 

BF = c"} AD=a"j 

AE = b'j AF = — c'; 

©aber sin ( — a'") sin c" sin b' = sin b'" sin a" sin( — c) 

foigiicb »ie oben 

sin a"' sin c" sin b' =sin b'" sin a" sin c . 

Siegt aber P in bem ©cgenbreiecfe beö -Dreieife^ ABC fcibg, 
ober eincö ber iHebenbreieif e ; fo Hegt beflTcn ©egenpunft P' 
innerbölb ABC ober einö ber 3?ebcnbreierfe. Sie von A, 
B, C burcb P gezogenen S5ogcn geben nun aucg burcb P" 
unb man erbdit alfo biefelben ©eifenabf^nitte, tvie wenn 
man von A, B, C fogleicb burcb P' iieb^ 

§. 53 . 

Sßerben bie SBinfel A, B burdb p% p” bal^irt, fo ig 
in ber aßgemeinen ©leicbung 
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sin B'". sin q' sin,c 

— . ' -rkf * T V. J* iw*/ 

sinB.sinr sina^ 

b'"=b', ba^er ifl bann 

' ' ' Sin r sin a 

5Da b, a'" eben fo an q'r r liegen, wie c, a", fo t»itb oud& 

sin q' sin b , , 

^ fein; 

sin r sm a 


»ttö Übrigen^ febon au3 (§.50,4.) b«borgebf- 

siix a siij D 

gut bie Slbf^niWe q", r" bat man bemnacb 

sinq" sine sina 

sin r" sinb' sin b'" ’ 

SBerben A, C bureb p', p'" fo etb^lf raanr 

sinq' sine _ sinb 


sine 


sin r sin a 

sin q’” sin a 

sinr'.'' ~ sinc^ 


ttf > 

sm a .. 


sin b 
sine' 


woran« ficb, »ie §.53. ber ©a§ ergiebf, baf biejent* 
gen brei Sogen, bureb toelcbe bie ?lBinfeI be« 
S)reiecfe« bntbirt werben, ficb tn einem unb 
berafelben (punfte febneiben. 

3uf. 0lacb ber off erwähnten ©leicbung 7. be« §.49. ijf 


_ , sina"' sinb sin A' 

für ben Sogen p t 

jDufcb Serwecbfelung erbülf man 

„ sinb' sine, sin B' 

für P 


5 («) 


für p ' 


• l777 

sm b . 
sin c sin a sin C 


sina. sin B"' 


(^) 


Pi (r) 


sin c sin b sin C 

SOlulfipIijirf man («), (ß)r W/ f» «büff man 

.sin a'" sin b' sin e" sin A'" sinB'sin C" ^ 

sin a" sin b'" sin7 sin A" sin B" sin C' ’ 

iRutt ifl nach bem 3nf* be« hörigen §. 

• tr$ • \ f • /> t$ • -t tff • / 

sma smb smc =sma sinb smc 
baber ijl aueb sinA'','8inB'sinC" = sinA'!smB'''sinC'. 


j 
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©a§ büfe ©lei't^uns gültig'ijl, »enn bet Surc^fc^m’tt P bcr 
SSogen p', p", p'" ein btliebigec «Punft bcr Äugelfldc^e i|fj 
ge^t auä bem ^ 52, 3uf. ©efagten Verbot* ergiebt ftc^ 
bicMuö bet ©o§j 

^enn bon ben SBinfelpunften eine^ fbMrt« 
fcben SittitdtS burdl> einen beliebigei;t $unft bet 
Äugelfldcbe ^ogen ge.jogen unb biö ju ben ge« 
gentlbet flebenben ©eiten ober beten Serldnge* 
tungctt geführt tbcrben, fo i(l bog ^Jrobuft bet 
©inug fe bcei bon einonbec gefrennfet Sßintel* 
obf^nitte bem «pcobufte bet ©inug bet öbrigeii 
^infe(abfd;nitte gleic^. 

§. 54. 

8ebrfo§. 5ffienn in einem Slebenfteife jrnel 
(fpHriftbO ©ebnen gejogen »erben, bie ficb 
fcbneiben, fo berbnlten ficb bie ©inug bet ial» 
6cn ©ifferenjen, bcggleicben bie ©inug bet b«i* 
ben ©ummen Je jweict SIbfcbnitte, »ie bie ©i* 
nug bet ^dlften berjenigen ©ebnen, burcb 
»elcbe bie ©nbpunfte berfelben Slbfcbnitfe bet« 
bunben »erben. 

, S5e»eig. 3n bem 0?ebenfreife ABA'ß’ (Sig.l2.) jiebe 
mon jWei Cfpbdr.) ©ebnen AA', BB', bie jlcb in C fcbnei« 
ben unb berbinbe bie Slbfcbnitte CA, CB, fo »ie CA', CB' 
burcb bie ©ebnen AB, C'B'. Ju be»eifen i|l, bog: 
sin|(AC — BC) sinkfAC + BC) sin* AB 

sin i (.B'C — A'C) “ sin i (B'C + A'C) T sin f A'ß' 
giebt man noch bie fpbdt. ©ebne BA', fo i|l in ben ouf bet 
gemeinfcboftlicben ©ebne BA' liegenben iDreiecfen BA'A unb 
unb BA'B' noch g. ©. §. 75. • 

ABA' + A A'ß — B AA = B’B A' + B'A'ß — BB'A'. 

3iebt man auf beiben ©eite{t bie gemeinfcboftlicben Z^tiU 
B'BA' + AA'B 

ab, fo etgiebf ficb ABC~BAC=B'A'C-A’B'C, 
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ob«# iwenn biefe SBInJ«! bet Srefede ABC, A'B'C na(^ 
f^ren ©c^elfelpunfttn «fp. burc^ B, A, A', B* bejeic^. 
net »erben# 

B— A=A'— B*. 

®ejei4net matt i’n benfelben SDreledeti bie 6eltftt AB, AC, 
BC bntdtt c, b, a, fo »ie burcft c, b', a' bic ©eitett A'B', 
A'C, B'C, fo ijl nac^ §. 32, B. 

sin|(B — A) sin| fb — a) ^ 
cos|C ~ sin|c 


cosiC sin^c- 

folglich, ba B — A=A'— B' i|l. 


ober 

gerner ifl 
unb 



sin j fb a) , sin j c 
sin i (a'-^^ sin | c ^ 


=. (s. 32, A.) 

siniC smic 

cos j (A* — B*) sin i Ca' 4- b^) 

sin^C sin i c ^ 


ba^et 

ober 

mit^ttt 


sinäc 


sinj (h -4- a) 

sini (a'4- b') 


sini c 
■ ■ \ r) 
sin i c 


sin ^ Cb — a) sin ^ Cb + a) _ sinjd 

sini (a' — b') sin|(a'4-b') sin^c 


Juf. 1. 3ie^f man »on bem 5Kittefpunfte M brt Äref* 
fe^ ben fp&^r. Slabiu^ MA unb auf bie ©e^ne AB bad 
9)erpenbife( MD, bad oerldngert in D auc^ ben 92ebenbe« 

AE 

gen AB ^albirtj fo ifl bet Sinfel AME = »eil 


sin AM ber i&albmeffet ber Äreiöebttt ABA'B' ifl. JDet 

Duotient bet ben relatioen ffietf^ be^ SBogenö AE 

au^brädt, fei butc^ iy bejeic^n«, inbem ben relativen 
II. 9 
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btl 92(B(n6ogien< AB anbtuftn foD. 3n bem rec^t« 
»infligtn JDrciecfe AMD ifi nun sin AD =sin AM «in AMD, 
ober »enn AD toieber burdj ic, AM burc^ r bejeie^net 
unb für AMD ber fSBertb ir {jefeöt wirb, 
siujC = sinr. sin^f. 

Cbenfo i(l für b(e 0ebne A'B' siit-jc'=s!nrsinj/, inbem 
V ben rtlatiocn SBcrtb teö SJcbenbogenö A'B' bejeic^ef. 

# ./» sin 4 c siniy , , ,, , 

siiTic ~ ^il7 ’ 8cbrfa§e 

sin ^ (h — a) sin j (h + a) sin|y ^ 

sini (a'— 17) siui(a'+b') ~ siu^y ’ 


3uf. 2. 3Iu« bcrSProportion g^ f ^ 

, snij(a— b) siui(a'+b') 

folat bie onberr -> 0 

' ® sini(b + a)’~ sin «(a' + b~; 

, (,. 5 , 70 ) 

taugib + tangia tang^a 4-langib 
enblicb tanglalangia = fang ^ b lang §b'. 

3»if(ben ben Slbfcbniffen jwciet ©ebnen fin* 
bet flifo bie mcrfttnSrbige Sejtebung flatt, ba§ 
bie Tangenten ihrer ,^dlften InumgefebttemiBer« 
bditniffe fleben> ober bo§ bie Xangenten ber 
halben 9ibfcf)nitte einer unb bcrfelben ©ebne 
ein eben fo grogeg iprobuft olg bie ber anbern 
©ebne geben — eine intercffanfe 2lnalogie ber fpdrifcbett 
unb ber ebnen Äreiggdcbe! 


€g folgt bieroug ber g. ©. §. 64, 3uf. 2. bemerfte 
©ab, bo§. Wenn ein Slbfcbnitt ber einen ©ebne groger olö 
ein Slbfcbnitt ber anbern ig, ber jtoeite Slbfcbnitt jjner ©ebne 
Heiner alg bet zweite ber anbern fein mug. 

3«f* 3. 92Jirb eine ton ben ©ebnen balbirt, ettoaBB', 
fo ig a=a', baber 


lang* — lang* ^BB'=tangybtangib'. 

3icbt man alfo burcb einen beliebigen '})unH A innerhalb beg 
Äreifeg nicbrerc ©ebnen, (gig. 130 A'B', A"B", A"'B’", fo ig: 
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taugi AA' tangj AB'=tangi AA" tangi AB" 
a= tang J A A'" tang f Ab'" 
=s=tang*J AC=i=tang*-iBC \ 
t»o BC Ke ©e^ne ifl, beren SD?i(tefpunft A, bte alfo auf 
bem uon A nac& bem CKittefpunfte M bed j^ceife^ Stjose« 
nett SSogen AM fenfrec^f' ijf. 

3 u f. 4. beliebigen fünfte D bec 

95eri)>berie einel SJlebenfreife^ (gig. 14.) auf ben ©urc^mef« 
fer AB ein ^erpenbifel DC, baß bie .^dlfte bec ©e&ne DE 
i|l> fo ifl; 

tang* J DC tätig 4 AC. tätig J CB. 

€ß ifl alfo bie Tangente bec J&dlfte beß Reepen» 
bifefßr tnefcbeß bon bet iperip^erie eineß Sfie* 
benfreifeß auf einen fpbdrifeben Durebmeffee 
beffelben gefdllt mirb, bie mittlere $copor« 
tionale jwifeben ben Tangenten bec bulben 9Ib« 
febnitfe beß ©unbmeffeeß. 

^an »ergfeicbe bitruiit bie ^Proportion int recbttoinfligen 
©reiede (§. 48.) 

sin* DC = f atig AC. tang CB. 

3uf. 5. SBejeiebnet man baß sperpenbifef DC mit y, 
ben fpbdr. Siabiuß MA mit r, baß ©tdcf MC Peß ©ureb* 
mefferß AB mit x, fo ifl: CB=r— xt AC=r4-x, baber 
nach nötigem 3ufabe 

tang* 4 y = taug J (r — x) tang 4 ( r + x) ; 

SEBirb AC mit x' bejeitbnef, fo ifl CB = 2i‘ — x'; alfo 
tang* 4 y = 1 aiig x' t ang |(2 r — x') , 
tvefebe gormefn, »ie bie analogen bec ipianiractrie 

y*=(r — x)(r + x) unb y*=sx'(2r— x') 
dbniiebe ©leicbungen beß .^rcifeß geben. 

• $. 55. 

Sebrfab* ^enn non einem fPunfte augerbatb 
beß Slebenfreifeß jtoei fpbdrifebe ©efanten ge* 
jogen toeeben/ fo nerbalten fi<b bie ©inuß ber 

9 * 
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^dlSen S^ifferetti ber @efanten ttttb bet 
jDiffereni b<; duferen 3(bfcbnitte, be^gleic^cA 
bie 0tnud brr falben @iimnie brr 6eNnten unb 
ber bolben Summe ber dugeren 3(bfcbnitte wie ' 
bie Stnu^ ber b<ilben Q3ogen> burtb weiche bie 
€nbf>unftc ber ©efanten unb bie ber dugern 91b« 
fcbnitte berbunben werben. 

SBeweiö. SOfan |iebeXSi9* 15.) eon bera ^^unfte C bie 
©efanten CA, CB, bcren du§ere Slbfcbnitte CA', CB' finb, 
unb berbtnbe burcb bie 93ogen AB, A'B' bie bciberfeitiaen ^ 
€nbpunf(e. 3n bem SSiererfe ABB'A' i(l nutti A + /J = 

H + «> (9- ®* §• 75., 3uf. 3.). Sfjeicbnet man bie SBinfel 
CA'B', CB'A' burcb A', B', fo ifi o=jr— A'j ß=n-B', alfo 
A+n— B'=B+ 7 t — A'; habet 
A— B = B' — A' 

3n bem ©reiecfe ABC, beffen ©eiten AB, AC, BC bwäf 
c, b, a bejeid)net feien, ifl nun: 

sin j ( A — B) sin|(a — b) ^ 

cos-j-C siii^-c ' 


ober 


in bem ©reierfe A'ß’C, beffen ©eiten c',.b', a' feien, ijl: 

sinj-C B' — A') sinf(b' — a') 

cos 7 C sm T c' 

®a A— B = B' — A' ifl, fo folgt bierauö: 

sin j (a — b) sin f (b' — a') 

sin^c sin { c 

sin j- (a — b) sin j- c 

sin i (b' — ~a!^ sin ^ c 

€9 ifl ferner in bem ©reiecfe ABC 

cos j (A — B) sin ^ (a + b) ^ 

' sin^C sin 4^0 ' 

»nb in A'ffC 

sin^C sinjC 

sin^fa-f-b) sini(b'4-a') , sini^a + b) sin^c 

baoer — ^ — ; = — ^ . , — i; ober ■ ; , — !\= . , •». 

sm^c siu-^c - siu^fb + u) sin^-c 


golglicb ifl 


-b)_ 


sin4 (a + b) sin 4 c 

sm 4 Cb' — a') sin4(b'4-a') sin 4 c 


Digiiized by Google 



."Ca 

3uf. 1« Sterben bie relatiben ^ert^c bet 9leben6ogen 
AB, A'B’ »lebet burc^> r> V beieicfttiet, fo iß fluc^ ^»iet 

am ^C» — b) ain 4 (a 4- b) sin4^y 

8ini^(b' — a') ain^ (b'-{-a') ain 

3uf. 2. Sluc^ ^let ergiebt f!c^ äu^ 

ain |(a -f b) aini(b’4-a*) 

aia^(a — ainj-Cb' — a*) 

»it ni<rtoacWae »trootiion ot« 

tang4-atang|a’=tang4btangi'b', 
in SBorten: S)ie Xobgenten ber falben fpMn'-' 
fcben @efanten t>er(>aUen ficb umgefe^rt, »le 
bie Tangenten i^rer dugern Sbfcbnttter 

ober; ^enn bon einem ipunfte ber ^ugeffldtbe 
nacf) einem Slebenfreife i»ei ober mehrere fpM« 
eifere ©efanten gcjogen »erben, fp finb bie , 
^robufte au^ ben Xangenten ber ^(Elfte )eber 
©efante unb i^reä dagern 3lbfc^nit(eä bei aU 
(en gleicg. 

3uf. 3. ^ 

rdgrung^bogen (fpdrifege Xangen(e) CO, ber nichts anbe« 

Tti , a(^ bie dugerge ©efan(e ig, bie mit ihrem dugeren 91b« 
fchnitte jufammenfdOt, fo ig; 

tang^iCD = tang^a.tang^a'. 

ig nlfo bie Xangente beä halben 15erdh* 
rung^bogenä bie mittlere ^proportionale {»i« > 
fchen ben Xangenten ber J^dlfte einer Pon bem« 
felben fünfte au^ gejogenen ©elante nnb be£ 
dttgeren Slbfcgnitteä berfelben. 

3uf. 4. Bieht man pon C.puä bie grbgte ©elan» 
CA", bie bttt^ ben 90?ittelpunft M beö Äreifc^ geht-r nnb 
ben fleingen dugern Sibfehnitt CB" bilbet unb bejeiegnet man 
ben Slbganb CM mit x; ben fphdrifegen Siobiuö MB" mit 
r, ben SBerdhtungöbogen CD mit y, fo ig CA" = x4-r; ' 
CB"=x — r j baher; 
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tang* 4- y = lang 4 (x ^ r) tang 4 (x + r), 

5Bjrb CB" mit x 6ej«c{>net, fo if{ CA"=2r + x' unb 
tang» 4 y = tang 4 x tang 4 (2r + x'), 

, . ' 1 
1 . 56 . 

SlnfgaSe. 9n»ei 0(genfr(ift ju fonflruiren, 
«on benen bet eint burc^ jwei 9Qinfe(punfu ei> ' 
ned fp^i^cifc^en SDretecfe^ St^t/ bec anbere aber 
bie ienen (Binfelpunften gegenüber (iegenbtn 
Seiten beä «Drtiedeä fcbneibet. 

Sluflbfnng. fei ABC (§ig. 16.) ein fpbürifib«< 
Sreietf» unb A/ B feien bie fünfte / bnrcb tveicbe einer 
pon ben )u fonflruirenben 5(:reif^en ge^t/ beffen ©egenfrei< 
bie ©eiten AC, BC febneiben foQ. C9?an jitbt bureb ’ben 
SRitttlpunft D ber ©eite AB fenfre^t einen J^auptfreiü, in 
Wttebem ftcb bie SKittelpunfte M, M' ber ©egenfreife beftn» 
ben, iwifeben ben baö ©reieef liegt (g, ©. §. 61, 3uf. 2.)- 
aUirarat man nun auf biefem iperpenbifel MDM' unterhalb 
M einen beliebigen ipunft m, boeb fo, ba§ mD, folglich 
oueb mA<4fT ifl; befebreibt um benfelben mit bem IKabiu^ 
Am einen Xrtiä unb mit bemfelben Siabiu^ um ben ©egen- 
puntt m' ben ©egenfrei^ beffelbeni fo febneibet ber lebtere 
bie ©eiten AC, BC. 

©etoei^ I. ©oQte ber um m* befebriebene ^reiä bie 
©eiten AC, BC nicht febntiben, fo mü§te ec über ber ©pibe 
C porbeigeben, ba ec »egen g. ©. §. 79, 3uf nicht bureb 
C geben fann. ^an uerldngere al^bann bie ©eite BC, bie 
ben 5EreiÄ in F treffe unb jiebe AF'. Sag ©rtied ABF 
liegt bann jwifcbeu ben um m, m' befebriebenen ©egenfrei« 
fen unb ifl grbgec aW ABC, SRun ifi nach g. ©. §• 78. 
bec fSlinfel DAM ba^ Komplement beä halben gldcbenrau- 
me^ PbU AßC, fo »ie DAm pon ABF', alfot 
4ABC=47 t — DAM; 

4 ABF' = 47i — DA m; 

®a ABF' > ABC ijt, fo müßte DAM > DAm feinj »a« 
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offenfeör unm 69 (icf) l|i, ba^er mu§ ber um m’ befcftriebene 
Ärti^ bi'e ©fittn'AC, BC fc^ufiben. 

Siegt ber SRttfefpunff M nicftt unter AB, tule in ber 
gigur, fo ergeben biefelben ©cblöffe bie SKicbtigfeit ber 2 iuf« 
Ibfung. 

S 5 et»ei«J Il.-'Sa (gig. 17 a) Din<f 7 i ift, fo iff bi'e 
^ppotenufe Am>Dm} bogegen ifl, wenn d ben ©urcb* 
fdbultt beö um M mit bem Siabiud AM bcfdjriebenen Ärei» 
ft^ unb'beö ^erpenbifeW MDM' bejeicbnet — Am-<md, 
weil md ber gr 6 §te %ogen t>on m nach ber Peripherie be^ 
ÄPiife^ AdB if! (g. §. 64.). 2)er um ni mit bem ^^o• 

biud Am befcbriebene unb burcb A, B gebenbe Ärcid A^B 
fcbneibet olfo baä Perpenbifel MDM' in einem Punfte S jroi« 
feben D unb d. 9Jimmt man nun M'rn'=Mm, M'J'=Md 
unb M'd' = Md, fo pnb m', S , d' bie ©egenpunfte bon 
m, d, d unb ber um m' mit bem SHabittö Am befcbriebene 
©egenfreiß nun AAB gebt burcf) bie ©egenpunffe A', A, B' 
»on A, d, B, »dbrenb ber ©egenfreid bon AdB bureb A> 
B', d’ unb burtb bie ©pi|e C bed Sreieefeö ABC, beffeu 
©egenfreife AdB, A'd'ß' jlnb, gebt. 3nbem olfo ber 95o* 
gen A'dB' innetbalb be^ Äreifeö A'd'B' liegt, i(l ber öbrige 
2,btil A'FEB' bed um m' befebriebenen Äreifc^ jwifeben ben 
©egenfreifen AdB, A'd'ß'C enthalten, ber affo notbmenbig 
bie 95ogen AC, BC in i»et punffe E, F febneiben muf. 

3tnmeef. Sn glg. 17. b, ip biefclbe Äonfhuftlou'auf bec 
.Xugelßdcb« bargefleUt. 

3uf. 1 . ©ei ber beliebigen Sage bed punfte^’m genü« 
gen > unidbligt ©egenfreife ber Aufgabe, bie baber noch eine 
©ejlimmung erhalten fann. ©oU }. ©. ber febneibenbe @e« 
genireid bie ©eite BC in bem gegebenen punfte F treffen« 
fo b<»t man bie ©egenfreife bed ©reieefe^ ABF jü'fonjlrui* 
ten', bie bann ubllig beffimmt 0 nb. ' ‘ ' 

...: '3uf* Stimmt man {»ifeben m unb M einen' Punft 
«« (S<9« 17®-) ©egenpunft n’ |»ifcben m' unb M' 

hegt« fo ijl. Au<Am, jcbocb>AM. ©er um u’ mit bem 
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IKabM An 6((^r!<(ene ftrtiä1(rif|k a(fo bic ®eif<n AC, 
BC F unb G. 3e tti^er alfo mcon M fommtf 

btflo werben bie; $äbft^mtt«ofiC, FO.'. gdOt m mit 

M, alfb bie ®egen!r(ife um m, m' imt ben> 6e« 

fc(>riebeneni®e 9 enfr«ifen jufartmenf^ fo geben’ E, P In C ju» 
faromeni bie obern'Slbfcbmtte »erben alfo 9tn0. Siöcft m 
dber.M'bniou^» f»' erreicht bet^ um m' befchrieNne Segen* 
(reid bie ©eiten AC, BC nicht mtbrr bie aifo .uerldngert 
»erben miHfen , »enn £)urchfchmtte erfolgen foQen* ©olche 
ajerldngetungen feie» CF, CE' gig. 16. JDa bie Stichtun» 
gen »on CF , CE' entgegengefegt benen bon CF , CE finb, 
fo »ie 4ucb bie Siichtung beö ben Sogen AC: mit BC oer» 
binbcnben Ulebenbogen^ E'F entgegengefegt ifl ber 0iichtung 
bei bie entgegengefegten ©eiten bcrfelben Sogen »erbinben« 
ben 3lebenbogeni EF; fo (6nnen bie Serlüngerungen CE', 
CF dii negotioe Slbfcgnitte unb ber Serbinbungibogen E'F 
ber Serldngerungen ali ein negntiber Serbinbungibogen bon 
Hbfcbnitten betrachtet werben, . ga* ■ 

$*,j57o 

. {ehrfdg. CCßenn jwei ©eiten .einei fphdri« 
fegen IDreiedei bntch ei.nen SRebenf reii» beffen 
©egenfreii bureg bie jenen ©eiten gegenüber 
liegenbtn SBin f elpunfte bei IDreiecfei geht» ge« 
fegnitten unb bie iDuregfeh nittipunfte bureg ei« 
nen(J^dupt«) Sog ettberbunben »erben: fo Regen. 

1) bie ©inui ber halben ©ifferenjen bet ge« 
theilten ©eiten unb ber oberen 91bfcgnitte ber« 
felben; 

2) bie ©inui ber halben ©ummen berfelben 

©eiten unb berfelben Slbfcgnitte: 

3) bie ©inui buc gnlben britten ©eite unb bei 
halben Serbinbungibogeni ber ©uregfegnitti« 
t>unfte in gleichem Sergdltniffe. 

^etneii, €i fei (gig. IS.) A'B'A'ß" ber Äreii, bet 
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b(e ©eiten AC, BC bei ©teiecfei ABC in A', B' f^nel» 
bet^ tod^renb bec ©egentreii beffelben burc^ A, B ge^t fSer« 
(lagert man über C binoni bie ©eiten AC, BC, bie in A!‘r 
B" jum {weitenmaie ben ^reii fcbneiben, fo i(l naeb $. 54. 
«n 4 (CB" — CA") _ ain4(CB" + CA") nin4A"B" 
•m4(CA' — CB') •in4(CA' + Cß') ain4Ä'B' ' 
bie linnfte A, B in bec iPeripbrric bei unteren ©egenfreifei 
liegen, fo finb A", B" bie ©egenpunfte t>on A, B; baber bec 
asogen A"B"=AB, CA"=»r— CAj CB"=7r— CBj mifbin 
CB"— CA"= CA— CB unb CB''+ CA"=:2«— (CA 4-CB) ' 
, ,.^8in4(CA— CB) _ 8m4(CA + CB) sin4AB. 

TOlgllcp ^(CA'— CB') “ siu4(CA'+CB'j 8in4A'B'' 

ober, wenn CB, CA, AB, burcb a, b, c} bie obern 2ib» 
fcbnitte CA', CB' bur^.b', a' unb A'ß' burcb c beieitb» 
net tpirb, i 

ain4(b — a) 8in4(b + a) sin 4c 

sin4(b * — Vj sm4(b*+a') 8in | c 

3 u f. 1. Sör u fatttt »ieber gefegt »erben, 

SUl ^ C BIQ ^ y * 

inbem /, v bie relatiben ISJertbe bec IRebenbogen A'B*, AB 
(= A''B") bebeuten. 


$. 54 unb 55. bie ^Proportion 

tan^4a* tang 4 b* * 

lang 4 a tang 4 b * 

in SBortent IDie Xangenten ber b<tiben obern Stb« 
fcbnittr finb pcopoctionict ben ‘Tangenten bec 
halben ©eiten. 


S,„,!i2£^ = ?5Si‘’ f.,8, 

tang 4 a tang 4 b ' “ 


3 u f. 3* 

tang 4 a — tang 4 a ' tang 4 b — tang 4 b' 

tang 4a + tang 4a' taug 4 b -f- tang| b‘ 


'I 


unb bieraui, inbem 3üblrr unb 02enner refpef tioe mit coai a 
co8 4a' unb co&4bcos4b' multiplijirt »erben: 



■intfa — a‘) «jio4(b— ^b ') 

' sin, (a+a') äui(b + by 

»0 «— a unb b-7-b' bie untci^n Slbfc^nUte bet ©eiten 
a, b ftnb, • ‘ . 

t>er|a(ten fic^ a(fo bie ©inu^ bet falben 
untern 3lbfcbnitte »ie bte ©inu^ ber falben 
Gummen nud jebte ©eite nnb ihrem obern 9tb* 
f^nitte. 

gttf. 4. ©erben |»ei ©tffen AC, BC (Jig. 19.a.) über 
bie ©pi§e C »erldngert unb in A' , B' »on einem SRebeni- 
freife, beffen ©egenfrei^ bureb A, B gebt, gefebnitten, fo 
ift biefer §aD in bem Sebrfabe enthalten ^ infofern bie 9Ster< 
Wngerungen A’C, 6*0 vfo toie ber S3etbinbungö6ogen A‘ß‘, 
ali negatib befroebtet »erben. 3?« obigen ^Proportionen 
if{ bahrt in biefem gnlle für a’, b', c‘ ju ft$ent — B’C 
^A'C, — rA'B* unb man erbdft 
ainifCA— t-CB) sin|(CA-fCB) __ sind AB 

8iui(— CA'+tIB) sind (^CA'— CB') ^ siui(-^'ß‘:) 

baher »te oben 

.. sinKCA — CB) _ sin}(CA4-CB) sihdAB ' 
sind (CA— CB') “ sind (CA + CB') ~ sind AB*' 
J)afelbe lügt (ich bireft au^ §. 55. ermeifen, benn tferfdn* 
gert man (^ig.. 19-b) bie S&ogen CB', CA' biö jura jweifen 
£)urcbfcbnitte B"; A" mit bem febneibenben greife, fo ig 
nach $• 55. 

' sind(CB‘-CA),_ sindCCB' + CA) sind AB' 
sind (CA'^ CB") ~ sind(CA'+CB") sind A'B" '. 
2)a nun A", B'" bie ©esenpunfte bon A< B finb, fo iff 
CA"=7 j^AC; CB"=ir-BC unb A"B" = AB, bohet 
CA'— CB"=CB-CA unb CA"+Cß"=2^— (AC-f BC), 
folglich : ' ' 

sin d (CB' -r. CA) _ sindrCB'+CA) sindA'B ' 
sind (CB — CA) sind (ClJ-f- CA) sind Aß 

iDaher ifl ber Eehrfab mit ben barauä gejogenea 
Folgerungen gültig^ ber febneibenbo ^rei^ mag 
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bie Seiten beö 2)reiede^ 'uninitte(6ar ^ ober 
ibee aSeclÄngetungen treffen. . 

3«f- 5. g><» siU ~ 

nach betfelben gormel in bein Sreitefe A'B'C (gig, 18.) 

• ^ sinj-CA^—B') ' 

sin J‘c j -' cpsTjC* *1 * <■ ' 

fb fofflt auS I 

sinj-(a — h) sinfe^ sin^(i — b) sinj-fa' — b') 

sin 4 (a' — b') sin|c costC sin^c 

. - , sin-fCA — B) sin^CA' — ^B') 

bag nudb ■ — r ; ^ «Ifo bag A-^B 

sin^C cQsfC 

==5 A‘ — B' ig. SDagelbe ergjebt geb nuö einer einfachen 
Betrachtung. iDtnn in ben Sreieefen A'B’C, A"B"C ig , 
nach §.54. 

A’-B'=B''-A", 

©od SDreieef A"B"C aber, ba A", B" bie ©egenpunftc »on 
A, B gnb, ig nichts anbere^, ol^ baö ©egen»9?ebenbreie^ 

abc >, in tteichera bie SBinfel A", ß' bie ©uppleraente 
ÄBC) 

»on A, B gnb. 3lu« A'^B'=B"— A"=(w-B) — 

— A) folgt nun: A'-.rB'=A — B. 

Beiliupg ergiebt geh hierauf, bag B+»r— B'=A4' 
fr— .A' ig; tpo jr^B', ir— A' bie SRebenwinfel öon B', A', 
alfo bie SOßinfel BB'A', AA'B' be^ fph^rifchen Xrapeje^ 
ABA'B' gnb. 3*^ fph^rrfchen Sropeje geben alfo bie SBin* 
fei an jeber ber beiben Seiten, welche nicht in ben ©egen* 
treifen be^ Xrapeje^ liegen , gleiche Summen. 

3“f-6- « ^ „uic.'+ r) = si? f”'»“ 

sin 4 (a + b) + sin j o sin jCa' + b ') -f- sin i c' 

sin|c ^ - sin|7 ^ 

bahec 

8ini(a+b+c )co s|(a+b-c) sin t^(a* +b'4-c')cos|(a'+b'-c 


sin^c 


sm 
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fr if! + — «»»4^0 __ 8in.|.(a*4-V)~«m j-e* 

' ’ sin^-c ' •■ ■ sio^-o' 

>a^ec ' ‘ 

co3^( a+b+c)sin|(a+b^) CQ8U»'~bb*4 'C*)«in|fr*4-b *— c*). 

sin^c '" " - sifi^c ^ ^ 




pinf (a + b) ain|c _ 

am|(a'+b*3 ^ ain^c'’ 
aiV):|Ca — b) sinfc 

< 8in^(a — b) sm^c 


fr auc^ 


3tt («) unb (ß) fanti bo^er b, b' gegen (^b), (— b') t»er« 
taufcbt tverbenf um frgleicb ba^ 9iefu(tat bec eben fr be« 

taoKten 0W4unä ^ (u aWttn, 

JDie^ siebt; , , 

8in|Ca+c-b)fOsfCb+c -a) 8intra*+c*-b*)rosfCb'+c -a“) . 

ainfc ' , sin|c' ’ ^ 

cos-l(a+c-b)sinJ(b+c-a) 'cosKa*+c'-b')8in4(b'+c‘-a') , 

- ■ — — : • ■ ■ " = ■ '• i — 7 i (PJ 

sin^c sm|c 

; * . * 

’ 2) SDiöibirt man (a) burcb (jß) unb (y) burc^ (S)r fr 
etWIt “»<»«♦ j ( . 

taogH^ + b + c) _ tang{Ca*+b*4-c) . - . 
Iangi(a4-b — c) ' taug \ (& -f" ® ) ^ 

tangKc + a— b) _ tangj(c + a'— bQ 
lang i (c + b — ä3 lang i (c + b' — &') 

SOfuItipIijirt man (a) mit ß unb (r) mit (d) fr ergiebt ftcb 
sin|(a+b+c)sii]f(a+b-c) sinJia'+b'+c'^siniCa'+b'-q') . » 
sin»^c siix^lc’ ’ 

ain|Cc+b-a) sio^c+a-b) sin j(c + b'-a*)si n |(c*+ a'-b ') . . 

sin* Je ~ sin* Je' ’ 

jiureb ®ibif!ön »on («») bureb W folgt: 

sin J(a4-b-bc)sinJ(a+b — c) ain-|(a'+b'+c')siTiJfa'+b'— c')_ 

sinj(c+b— a)sinj(c+a— b) sin J(c' + b'— c' jsiii|-(c' + a'— b') ’ 

^ureb SSultiplitation ; 
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5inj(a-f-b-f -0 *i*| (a+^“*c) gin -| fa-}-o—b) sin} (b4*o**~a) _ 

sm*f c 

*in|Ca*4-^'+c')sin|(a'4-b'— c)sin|(a'+c'“t')sin|(b'+c'— a'^^ 

8in*^c * 

obecr toenn g, g' in bec $. 29 angegebenen SSebeutnng ge« 
nommen werben, 

S* — 8 * habet . ^ ^ 

sin* Je sin* Je' ^ sin* Je sin*jci 

3) 5®erben ble gldcbenriume bet SDreieefe ABC, A'B'C 
bureb T, T bejeiebnet, fo ifl» 

» f 

g 


sinjT = 


2 cos J a cos J b cos Je 

t 

g 


(§• 41.) 
babec 


sinjT' = T 1 > k' T ' T ' » » 

•* 2 cos J a cos J b cos J c 

sin JT g cos Ja' cos J b' cos J c' 

sin JT^ ^*cos Jacos J bcos Je 

sin* Je cos Ja cosjb cos J e' 

sin* J c' ’ cos J a cos J b cOs J c 

Slttö ben ^Jroportionen in («), CO wenn 
tangj(a + b — c)=k.tangj(a + b + c); unb 
tangj(a-f c--b) = k'tang J0> + c— a) ifl, fo ifl aU(9 
lang i (& 4- b' — c^) = k tang J (a + b' + c) jmb 
tang J (a' + c — b') = k' tang t (b' + c — a') ; 
habet; ' ' 

tangKa+b+c)tangJ(a+b-c)tangl(a+c— b)tengj(b+c— a)= 
kk'tang* J(a + b-f-c) tang* J(b+c — a); unb 
tangj(a'+b'+c')tangi(a'+b'-c)tangi(a'+c-b')tangj(b'+c-a') 

= k k' tang* J (a + b' + c ) tang* Kb + c — a) 


folgltcb tf{ : 

tang* jT t ang«i(a-f b + c)tang*J (b4-c— a) 
taug* J'F — tang* J(a'4-b'+cVang*l(b'+c'— a) 

^ tangiT _ tang J (a 4- b + c) tang j (b + c — a) 
laiig-J-'I tangJ(a'+b'+c)langJCb'4-c'— a) 

3enad)bem man in (0 »bet (0 ober in beiben jugleitb bie 
Siennet unb S^bl« »etwecbfelt, erbdlt man; 
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tangiT ^ taMgf (a + b c)tang | (t> 4 . c — < a) 
tangi'r' tang J(a' + b' — c ) tangi (b'+ c' — a )* 

*1 tang|Ca + b + c)tang|(a+c— b) 

täng* (a'+ b' + c ; Ung J (a +c' — b') * 

^ tang|(a 4 -c— b) tangi(a 4 -b— c) ^ 

^ ^ i (a + Cr- b') tang 4 (a'+ b — ’ 
2)tt A— B:s=A' — ß' iji, fo t^uneti Wefe Proportionen «uc& 
ou^ $. 4o bequem bergeleitct toerOen. 

4) i^a tie jDreiecfe ABC, A'B^C ben SQinfet C gemeitt 

, 2 g _ . 2 g' . . , 

“amasmt ~ 

sinasin|} g sin* j c 

g sin* je" 

forgt 


^ftben^ fo iß sinC 

' c *. * 


S(u4 sinB 


sin a' sin b 

i-- 


Unb sinB'=-: — T^. — ^ 

sin asm c ,> ^ sina sin e 

sinB ^ sina'sibe' 

sinB' g ’ sin a sine 


sin* je sin a' sine' 


sin* je 


tang|csina' 


sin a sin e taug je sina * 

J9ieratt4 fo(gt )iig(etcb 

tang je ^ sin B sin a sin A sin b 

taug j c' ' sin ß' sin a^ sjinA'sina' 
gut baö perpenbiw p'", »elcfte^ Pon C auf c gefjfft toirb, 
i|l noch §.45 sinp'" = sinB sina = sin A sin b. 2Da^ Per» 
penbifel in' bem ©reiecte A'ß'C bon C ouf c ftp burc^ p'" 
bejeic^net, fo i|l auch sin p"'= sinB' sin a'j baber 1(1; 

. tangjc sinp'" 

taug je sinp 

guf. 7. SDie ©eiten a> b fSnnen bureb ben febneiben» 
ben Ärei^ ni<bt beibe jugleicb baibirt werben. JDenn wdre 
a'= ja; b'=jb; fo Würbe au^ 

sinjCa-r^b) sinj(a4-b) , , 

•in{(a'— b') “ sinjC» +¥') 

■ v" v r ~b^ = ^^Hrxri = 

*inj(a — b^ sinj(a 4 -b) 

cos j(a — b) = cos j(a + b). 

Slifo müßte a — b=a4-b fein, woö nicht mbgKcb ifl. 
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$._5a ' 

8e5rf<»0« ®«nn jwei ©eifen eine« fpHru 
fc^en •Dretetfe« t»urc^ einen ^Jaralielirei« t>ec 
©egcnJretfe, jwifc^en benen ba« ©reied üegf/ 
geft^nitten.ioerben} fo »erMüen ficft bie ©inu« 
ber falben ©iffereni “nt> &ec ^albtn ©nnime 
ber oberen 9lbf4nitte wie bie ©inu« ber boi6en ' 
©ifferenj nnb ber ^oiben ©nmnie b'ec unfern 
Slbfcbniffe. ' . 

55 et» ei«. €« feien M, M' (gfg.20.) bie sDJitferpnnffe 
ber ©egenfreife ABCT, A''B"C, jwifcben benen ba« ©reiecf 
ABC liegt. Um M unb M' bef^reibe rann ntif einem 9lo» 
bin«, ber grbfer al« ber ber genannten Äreife ifl, bie @e« 
genfreife abc, a’b'A'B', leelcbe in a, b nnb A' , B' bie ©ei» 
ten AC, BC be« ©reieefe« febneiben. ^erWngerf ^raan bie 
Obern Slbfcbnitte A'C, B'C, fo bag ge in A", B" ben in» 
neren, in a', b' ben üugeren^Ärcilö ffbneiben ; fo ig nach §. 54 
sin j-CCA^ — CB') _ sin J (Cb* ^ Ca ) 

. sin|(CA' +CB') t! sin J (Cb' -f Ca) *' 

©tt a', b' bie ©egenpunfte oon a, b gnb', fo igj 
Ca'=7i — Ca; nnb Cb'=jr^Cb; baber 
Cb'— Ca = Ca — Cb; unb Cb'+Ca =2 jt — (Ca+ Cb); 

fofglicb i 

sin-*- (CA'— CB') _ sin^(Ca— Cb) 
sin I (CA^ CB') “ sin | (Ca + Cb) ’ . 

©a ferner A", ß" 'bie ©egenpunfte »on"A, B gnb, fo ig 
AA"=»r=aa'; fofgficb nach 2lb;ug fton aA", ber Slbfcbnitf 
Aa=A"a.' (Eben fo ig Bb=B"b'. 5Run ig auch A'C=A"a; 
benn ba« iperpenbifef M'D »ora SRittefpunfte M' auf bie 
©ebnen A'a' unb CA" balbirt beibe, giebt aifo A'D=:Da' 
unb CD=DA", ttorau« A'C=A"a' folgt.- €ben fo ig 
B'C=B"b'. ^ierau« unb au« Aa=A"a'; Bb=B"b' folgfr 
bag Aa=A'C; Bb=B'C, raitbin auch Ca==AA'; Cb=ßff' 
ig. ©e$t man bemna^ für Ca, Cb bie untern Sibfebnitte 
AA', BB' in obiger ^Proportion, fo erbält man; 
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' sin|(CA'— CF) _ siniCAA'— BF) 
sin § (CA + CB') Bin 4 (AA' + BF)' 
ober^ nenn bte obertt SBbft^nitte mit e! , b' bic untem mit 
a", b" beicicbnet werbea, 

sin4(b* — a ) . sin j (b" — a”) 

sin |(b -4- a') sTn | (b" + a ') i 


3ttf« 1* Slu^ biefcr Proportion fol^t »itbct- 

tang ja' fang ja" 

tangjb' lang j b'' ^ 

in QBortent 2)ie Tangenten bcr oberen PS« 

fcSnitte finb Proportion! rt bec Tangenten bet 
Salben untern PbfcSnitte. 

n e n at ainj(a' — b) smj(a’' — b") - , 

3uf. 2. Pug — sinj(a'' + b") 

f.f,( borou« 

tangja"— tan gja ^ tang jb"— lang jb' 
tangja +^gia taug j b ' + tang j b' ^ 

sin j(a" — a ) ^ sin j(b" — b') ^ 
sin j(a" + a') “ sin j(b'' + b') * 

iDa a"+a'=a} b"+b'=b i(l| fo bat man bie Pro« 

. sin j (a" — a) sin j (b" — b') 

Portion — = — V-j-r — 

^ sin ja sinjb 


ittlEBorten: >Die @inu^ ber Salben IDifferenjen bet 
Obern unb untern PbfcSnitte finb proportio« 
nirt ben 6inud bcr Salben @eiten/ ju benen bie 
PbfcSnitte geS&ren. 

3uf. 3. iDie {toifcSen ben ©egenfreifen eine^ fpSdri« 
fcSen iDreiecfe^ liegenben Seiten beffelben fSnnen offenbar 
nur oon foleSen parajeifreifen jener ©egenfreife gefcSnitten 
werben, bie gr6ger al^ jene finb. iDie fleineren ParaQelfreife 
treffen Jtoar bie bejeicSneten ©eiten be^ £)reiecfe^ uieSt, 
fcSneiben aber beren SSerldngerungen, bie al^ negatioe Pb« 
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f<^nffte 6<frÄ{^fef teerben f6an«n. feün S»9* 21. ABC', 
A"ß"C bie 0£9«nfreife b<9 ©refccfed ABC, bfflTert ©eite» 
AC, BC atridngert in A', B' &on ibem inmrm $ara0e(< 
freife A'B'bV gefdjnttten tverbtn. £)ie, obigem !pro)>ortionen 
finb nun für bieffn gall gültig infofern a' = — CB' j 
b'= — CA' genommen wirb. Sober i0 b/et. 

sin iC— CA' + CB') _ sin i fAA'— BB') 
sin CA'— CB') sini(AA' + BB')' 

Ober, toenn 3db(er unb O^enner beä ecflen Xbeifed entgegen« 
gefegt genommen toerben 


€benfo 
unb , 


sin^CCA'-CB') , sinICAA' — BB'3 
siniCCA'4- CB'j ~ 8ini(AA' + BB')’^ ^ ^ 

fang I CA' _ tanglAA' i. 

* tangi CB' ~ lang I BB’ 

sin4-aA* sin 4 bB' , sin 4 AC sin | a A' ^ 

sin^AC sin|BC ^ ^sin^BC ^^sin|-bB'* 


©eranacb i(l ber Sebrfog güftift, »enn.füc bie obern 2(6« 
fcbnitte, Sierldngerungen unb bie nntern 2l6fcbnitte,-bie 
©uramen au^ ben ganien ©eiten, unb beren SBerldngerungen 
genommen 'toerben.^ ' "ijj = , t, - . 


• 3ttf* 4. ©a bie 2I6fcbttitfe CA'. unb Aa, f» loie CB', 
unb Bb gleich finb , »it grog auch bie fcbneibenben ©egen» 
freife fein' mögen, fo.roug ber J&auptfreiö, bejfen 2Jo(e M, 
M' gnb, bie ©eiten AC, BC kibe böI^iKn. / i 


IBefltmtnung her um, in unh an fp^irifc^e lÖreierfe 
befcbrtebenen ,^r?ife.unh ©egenfreife, fo wie bc« 514* 
c^enraumeß fpbürifc^et Steietfc unb Q3iere(fe na^ i^rer 
’^age 3»if(^en ©egcnheifen. 


$. 59. 

2(ufgöbe. ©ett fpbdtifchen giabinö be^ um . 
ein fphdrifcheö ©reiedf b efcgriebenen Äreife^ 
bur^ bie ©tüde bed ©reiedeö augjubrücf en. 

II. 10 
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2(ttfI6f. (Ei fei M (gig. 22.) ber SRittelpunft beö 
ttm bo^ ©reierf ABC befi^riebenen Äreifeö. SRan jie^e ben 
fp^dcifc^en Siabiu^ MB unb auf BC baä ^erpenblfel MO^ 
butc^ »elcfieä bte ©e^ne BC ^albirt wirb; fb tf{ bec !Bin* 
fei MBD=i(ß + C— A) (3. ©. §. 75 .). 3 « betti rec^f» 
Winfligen ©reieefe MDB tfl nun: 

©ejeic^net man ben Slabiuö MB mit r, bie ©eite BC mit a, 
oifo BD mit ia, fo i(l: 

tang ^ a 


tangr 


cos 4 -(B + C — A) 


I CI.) 


tanjTJI. b 
SU- 


tang^c 




ba nac^ §. 31, VIL 

tang *ra tang-J-b 


tang 4 c 


i(f. . 


cos i (ß+C — A) cos T (A+C — B) cos 1 (A+ß — C) 

ttm r bur^ bie ©eiten beS ©eiecfeö auöiubröcfen, M w®# 
(§. 31 .) bie ©leic^ung 

cos 4 CB + C — ■ A) = n : — , u — : — » 

^ ^ 2cos4-asm^bsinTC 

©iefen Sluöbrucf fac cos4-(B + C-A) in ( 1 .) fu6(Iituirt> 


giebt tangr = 

2sin j-asin4b sinj-c 

y sini^a+b+c)siniCa+b— c)sin4(a4-c— b)sinl^(b-|-c— a) 

©urcb bie Qßinfel beä ©reiedeä erbült man r au^gebrücft, 
wenn man in (1.) für tang^a ben 21uöbru(f 

— cosT(A4-B+C)<^Qsf (B-f-C — A) Qr gj 
I cos^-CA + C — Bjcos|(A + B — C) 
fuSflituirt. ©aburcb ergiebt ftcb 

tangr . — 


- cosICA + B + Ü) 

I cosiCB+C — A) cosi(A 4 -C — B) cosi(A+B — C) 

— cosUA + B + C) 

l^-cosi(A+ß+C)cosiCA+B-C)cosi(A+C-B)cosi(B+C-A) 
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cos^CA+B + C) _ sin^T. 

— ~7 G ’ 

2Cnmetf. 1. 25te ^icc fid> barbictenbe SRflotfo« 

2 sin § a sin ^ b sin § c — cos 4CA + B4-C) 

g G 

^ g' 2sin-i^asinxb sinyC 

®®" G ~ -cosi(A + B4-C) 

lägt au6b«fit — cos4(A+B + C) eUn tvx&^nUn %omtl 
mit JRfid(i(bt auf ^^=-q ^l«leiten. 


2fnmetf. 2. ®i* §. 31, VII. entmitfelte Sfelatfon 


tang f a tang^b tang j c 

cosi(B4-C — A) coS'j(A + C — B) cosJ(A + B — Q 

»bäit S3ebeutung, ba burd) biefe £luotient(n bec um« 

gefcbtieb;ne ^reid bejlimmt roirb. SBenn biefe jQ,uotienten an bte 

ä^nlid)en -r-r = -r-5 = -r-x ermnecn, fo finbet au(^ fn bet 

sinA sinö sinL 

Sbot eine näfjfrt SSetnjonbtfdjaft beibet fiatt. Senn fut unenblic^ 
fleine ©eiten fliegen beibe jufammen in bie analogen bet ebnen 

Stigonomettie -r^ = = -r^. Snbem nämlidb bet un« 

sin A sin b sint, 

enblidj fleinen fpbärifdben Steieden bie SBinfelfummen A+B-|-C=3r 
ttitb, mitb •|■(B 4 *C — A) = ^ (B -f- C A) — A=-j7 i A, alfo 

* tüii£ 4 a 

cos i (B -f- C — A) = sin A ; unb au6 j (B+C Ä ) **^'^’*^** 

1 ^ 

man — — . 3 n fofern nun Ui ebnen 2 )reie(fen burc^> ben Öuos 

sin A 

T 3 

tient bec ^albmeffec be6 umgef^tiebenen Äreffe^ augge» 

sin A \ 


btidt toitb, ifl bie ©teiefjung 


tang i a tang| b 

cosJ(B-{-C — A) cosj^A-f-C— B) 


tang ^ c 

cos i (A + B — C) 


ein Tfnalogon ju bet ptanimetrif($en 


a b c 

sin A sin B sin C 


1 


10 * 
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3uf. 1. 2Jtt^ tangr= ;7^vlr“T\= 

® co8i(B+C— A) cos^(A+C— B) 


fang I c 

cos| (A + ß — C) 


er^jft tn<m 
fang j a ta ng jbtang^ c 


cos^ (B+C— A)co»J(A4-C— ßjco«|(A4-ß— O’ 
SBirb bicfe ©üicbung bibibirt burc^ 

, sin l T 

«ng — C 08 i (B+C— A) cos |CÄ+C-B) cos^ (A+ß—C) 
bie man au^ bec oben 32o. 3. für tangr (tittvicfdttn gormel 
et^dlt, fo ttgiebt |jc^ , 

tangr = (4.) 

° Sin } i ^ 

Obtr lang r sin I T = lang | a lang J b lang I c. 


3fl T ba^ «Kayimum, »dcbcö bie Seifen a, b jufaf- 
fen, fo i(l nac^ §. 42. sin = taug |a fang |b; ba^er er* 
^dft man bann au^ (4) 

tangr == tang|c, ober c = 2r 
3n bem grdßten Dreiecfe jweier Seifen i|I alfo bie briffe 
Seife bec Durcbmeffer beö umgefcftriebenen Äreife^. 

3iug tangrsin5T=tangJalang|btang Jc, er^dffman 
fdr ebne £)reiecfe 

4rT = abcj 

b. baä ^ri^mag toeicbed ben gldc^enraum eineä S)reietfe^ 
juc ©aflä unb ben boppeffen SDurc^meffec beä umgefcbriebe* * 
nen jTreifeä jur J^d^e ^afg i|i bem ret^fwinBigen iParaSet* 
epipebum nutJ ben Seiten beä Z)reiecfe^ gleic^. 

3uf. 2. £iegen jtoei fp^drifc^e ©reieefe T, T' auf 
gleid^ec ©runbfeite c unb in gleichen Greifen g fo folgt au^ 
sin4-T tangr = tang^a fangjb langte; 
sin i T' taug r = lang | a' lang 4- b’ lang 4 c'j 
bie Proportion 

sin 4T lang 4- a tan g|b 

sin 4 '1'' fang 4 a' lang 4 b' * 
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®/nb M, M' bi'e 9r6§(cn JDrci'trfe au^ ben ©ei’fen a, b unb 
a', b'j fo jji; sin ^ M = lang I a tang 4 b ; 

sin 4 - M' — tang ^ a' laug J b' ; 


. , sin4-T siniM 
bfl^Cr l(l -^-7773 = IfW 

' 8111^1 sin|M 

€ö »erhalten fid^ oifo bic 0inu^ bfr falben 
§14 (b enrdt^me jweier fph^rifd) en £>reiede> n>e(> 
(f)C ouf gleichen @runbfeiten unb in gleicbtn ffie* 
benfreifen liegen, tvie bie 0inu^ bec boIixR 
9)7ajrinia/ noeicbe bie nnbern beiben ©eiten jebeä 
SDreierfeö julaffen. 


^ ~ , 2 sin 4 a sin 4 - b sin i c 

3 uf. 3 . 5 Die §ormeI iangr = ^ 

»erwanbeff fid}, wenn bie ©eiten a, b, c anenblicb flein 
werben > in bie planimetrifcbe Sormcl 

l?* 4 -a .4b * 4 '^' 

y 4 (a 4 -b + c) 4 (a+b — c) 4 (a + c — D) 4 (_b + c— a) 

a bc 

(a + b -}-cJ (a + b — cj(a-j-c — b)(b + c — a) 

£)ad ©ebnenbreiecf eined fpbdrifcben (legt mit biefeni in ei< 
nem unb bcmfelben Äreife. Clßie bie ©eiten beffelben bie @eb» 
nen ber S&ogen (inb, bie bnd fpbdrifcbe Dreierf bifben, fo 
ifl aud) ber grablinige Surd)me(fer beä umgcfcbriebenen ^rei< 
fe^ bie ©ebne beö fpbdrifcben ©urcbmefferö beffeibcn. S 8 e» 
jeicbnen wir bie ©ebnen ber ©eiten a, b, c mit a, b, c; 
fo ifi 4 o=sin 4 a; 4 b = sin|;b; |c = sinic. €ben fo iff, 
Wenn 9 i ben ^olbnieflTer ber Ärei^ebne bevicbnet, 9 i=sinr. 
ber oben ertvdbnten gormel für ndmiicb 

5« 24 0. 4 b ■ 4 c 

~ r 4(o + b + c;4(a + b — c)4(a + c-b)4(b + c-a) 
folgt baber für ben ©inuä be^ fpbdrifcben Siabiuä r bie 
Sormel 
sinr = 

2 flin 4 a sin 4- ^ sin | c 
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ober, toenn ber f^niiafttift^e SWemiec be« jtoeiten X^eife^ mit 

9 bejei^net wirb 

2sin| asinlb sinfc 
«nr = 2 ^-2 2_. (5.) 

SDerfelbe Slu^brucf finbet f!cb aui ber gorrael 

2sin*asinJ bsinio 
tangr = * ? 2_ 

g 

toenn man fegt 


^ fang» r 4sin*|a8in*|^b8in*4 c 

l + tang*r 4sin* J^asin*^bsin*^c+g* ’ 

tOO 48m*4asin» Jbsin*|c + g» = 9 * »itb. 

, 28in*asmibsintc 

21u^ tangr 2 » 3L_j 

' g 

. 2sin|a8inib8in*c 

linb «mr = * — 2 2 _ 

9 




amr 


= cosr=~. (6.) 
tangr g '* 


3uf. 4. gär ben Umfcbretbung^rabiuä r be# $oIar« 
brefecfeö erbdlt man , inbem in ben fiit r cnfwicfelten gor» 
mein 1, 2, 3, 4, 5, 6, bie ©eiten unb SBinfcl gegen bie 
©upplemenfe btt SBinfel unb ©eiten »ertaufcgt »erben, bie 
gormeint 


} 
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3 n>lfdö«n"G «nb @ ftnbtf nö^ 3«f- 3- 

©» = 4cos*4Acos*iBcos* tC + G® jtatt. 


§. 60 . • 

SfttfsaBe. 2)en fp^>5rifc6en Sittbiu« btS ein* '• 
gcfdjtiebentn Steife« ju beflimmen. 
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auflSföttg. ©a ber efngefi^ne6<ne Ärri« ber ?JoIar- 
_ fttii bfd um ba« ^olarbreltrf befcftriebfnen, oifo bec fp^d. 
tijd)t SKabiu^ beö erfleren bod ^ontpftmenf Pon bem be^ 
(c^ttrtn j|l Cfl- ©• §• 71/ §. 44.}; fo i'({/ wenn p btn fp^dr. 
SXabiu^ be4 tingtfcbriebfttfn Sttifti bebeuW, p=|jr— r. 
©a&er ergeben fJeö au4 porftebenbem 3nfaöe bie gormel«; 

1 } tangp = sin j^(c4*b-— a) lang j- A ; 

= sin^ (a-f-c — b}tang4B> 

;= sin 4 (a 4* b — c) lang C J 

2) t®ngp — 

3 ) tangp ,= ^ gig ^(b+c a) sin 4 (a-f-c — b} sin j-(a 4 -b— ^ 

I sin^^a-J-b^-c} 

— g 

sin^Ca 4 -b+c} * 


4 ) tangp = 


sin f (a + b + 
ootg j A cotg i- B cütg 4- C 


e= sin4(a + b + c}tang4Atang4Btang4Cj 
s) co.e= 2 i 2 ii 4 £?ii££ 2 ü£. 

6} 8inp = -^- 

Unobbdngig Pon jenen gortnefn lajfen jicb biefe au4 Äon* 
jlrnftion berleiten, ©aö ©reieef ABC (gig. 23.} tperbe Pon 
bem Äreife tcßr, bejfen SOlittefpunft M j|t, in ben »JJunften 
(*t ßi y beriSbre. 3it^t man nach ben ^erübrung^punften 
bie Stabten M«, Mß, My, bie auf ben Xangenten BC, CA, 
AB fenfreebt (leben (9- ©. §. 65, 3uf. 1.}, unb bann ben 
IBogen MA, ber ben SBinfel A ber Xangenten BA, CA 

balbirt (9- ©• §. 67, 3uf* 4.); fo i|l in betn recbttpinfligen 
©reieefe M^'A 

tang My = lang 4 A sin Ay. 

. ©a nun Ay=Aß; By=B«; Ca=Cß ifl (g. 6. §. 67, 
3uf. 3,}, fo if{ A/ + A/S = AB-f AC — BC = c + b— a; , 

• Ay=|(c-}-b-.a} ©ie^ |n obiger ©leicbung fub» 

flituirt giebt; 
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tangM;' = tangiA.sin4(c4-b — a) 

tvorand bie dbcism gormeln ftc^ ttie im bocigen §. perlet« 
ten laffen. 

^ , 2si’ni asin J-bsinf c 

3uf. 2lu^ tangr = 

D 


unb t^“gP = sinKaVb + cj 

2sin^ asin^-bsinj-c 

folgt tangrtange= + 

5Dicfe ®Ittci>ung auf boö ^olarbrtiecf angewenbef, belTett 
Um - ujb €infcftreibung«tabifn bie Äomplemenfe »on q unb 
r ftnb^ giebt: 

2cos4Acoa}^B cos4- C 
colgrootgf = _„„,j{a + B + CT 

— cos^CA + B + C) 

Ober tangrtange = j^^^ 7 -^^P^^^ 

sin^-T 

2 cosij- A cos^ B cos j- C 


®emtrfenämer(b bie ficb ergebenbe Stelation 

28in4-asin|bsinj c — cos j-(A 4- B + C) ^ 

sin^Ca + ■{■c) 2cosyAcosJ-ßcos4^C’ 

' 2 sin)asii]fbsin|c 

3tnmetf. 3fu6bei®tefcbun3 


«tbitt man ffir ebne Steiecfe bfe ©leidjung 

2 r,^. (a + b 4 "c) = abc 

b. b- ba« recbtwinflige ^atalleleplpebum ou« ben ©eiten eine« 
SDteledcfi i|l oon bem rc(bt»infliaen ^atallelepipcbum au« ben Surcb.» 
meffetn bet um» unb eingef^ifebenen Äteife unb bem ^etimetec 
be« Sreiecfe« bie «Wülfte, 


J. 61 . 

Slufgabe. 2*en fpb^tifcben Slabiuö ber @e< 
genfceiftg jtvifcben benen ein fp^ürifc^e^ iDreiecf 
iiegtg {u beftimmen. 

S(ufl6fung. SRimrat man a ald @runbfeite beä iOret« 
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t 


\«?t\ 

tdti { a b c > , fo ffnb bie ©«aenfreif«/ benra baf« 

IabcJ 


ftlbe negt, biejem’aett, In beiun baS SRebenbreied (^/) unb 
beffen ©egenbreied (a^r) liegen. Um alfo ben fpbürifcbeti 
Siabiu^ r be^ uro (öjj/) befebeitbenen Ärcifeg ju finben, 
brauebf man nur bie für r gefunbenen gorraefn beö §. 59* 

auf baö DZebenbreied <abc> onjuwenben. ©a§er i|l: 
(ABC) 


anirr' == tang|a # 

8 -cos|(A + B + C) - 

aner' = ~ c 

^ cosi(A + ß— C) cos|(A+C— Bj’ 

, 2 sini a cos I b cos ’ - 

tan er •= •= — - 


xS. 




4) 

5) 


tangr = 


sin r = 


lang -J a cotg * b colg # c . 

cosICß + C — A)' ^ 
2 sin I a cos j- b cos c ^ 


6) cos r = -4- 
9 

n>o in ben fegten beiben gormefn g' biefefbe gunftion bon 
sin I a, cos^ b, cos -J e, tt>ie g bon sin|a, sin | b, 
sin I c i(f. 


guf. 1. SEBirb b ober c aW ©runbfeife genommen, fo 
liegt baö Sreied itoifdjen ben um {äßr) unb (jäßy) ober 
{aßy) unb {(ißr) befd)riebenen Äreifen. gür bie Slobien r",. 
r"' berfclben ift in obigen gormeln a mit b ober c ju ber» 
taufegen. 


3fu^ tangr' = 


tang * a 
sini T ’ 


tangr! 


tang*b 
sin^ T ’ 
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tangr . = 


tangf c 


folgt: 


tangr tang r" tangr" 

lang ^ a tang|b tang|;C 

, tangj- a 

3uf. 2. Stu^ bft merfroorbigftt Sormel tangr = ^j^jx 


erflc^tfic^, bo§ burc^ jwct »on ben ©r6§tn T, a, r bie 
btittt befliniinf wirb. 2)araug folgtn bic ©((§e: 

1) JDctiecfe ouf gleicher ©runbfcife unb i»ifc^en gleichen 
©tgenfreifett ^aben g(ei(^en gldcbcncaum. 

2) Dreierfe ouf gicidjen ©runbfciten unb t>on gleichem 
gldcftenraume liegen i»ifd)en gleichen ©egenfreifen. 

3) 55re(ecfe öon gleicf)em gldcftcnraume unb jtoifi^ett 
gleichen ©egenfreifen liegen auf gleichen ©runbfeiten. 

®ie Sorniel 8infT= *”"^^4 i(l btß ©inuö »egen föt 

lang r 

T jweibeutig, tt>ie benn auch bei gegebener ©runbfeite unb 
gegebenen ©egenfreifen jttjei »erfcbiebene ©reicde mbglic^ 
ffnb, bie auf enfgcgengefe|fen ©eiten Jber ©runbfeite liegenf 
unb ton benen bad eine =n — U, baö anbere =w+U iff, 


t»o U:^(B + C— A). (g. ©. §. 78, 3uf. 2.) 

3 u f. 3. ©ic fpbdrifcbe Entfernung aß (gig. 24.) bet 
©egenfreife, ituif^en benen ein fpbdrifcbeö ©reiecf liegt, i(l 
bad ©upplcment bed (fpbdrifcfjen) ©urcbmefferS biefec Äreife, 
ober ber fpbdrifcbe ^albmefler berfclben ifl baö Komplement ber 
halben Entfernung. SCBie bei ebnen ©reiecfen bet Slbjlanb btt 
«Parallelen, jwifchen benen baffelbe liegt, bie ^6he beö 5Dre(* 
,ccfeö auöraacht; fo fann ber Qlnalogie gemdg bie fpbdrifche 
Entfernung bet ©egenfreife eineg fpbdtif^en Steiecfcg bie 
^ 6 h e bcjfilben genannt »erben, fffiirb fte mit h unb j»at 
in Qjejug auf bie ©runbfeite a mit K bejeichnet, fo jjl 

r'=|n-4h'. aiug = folgt bann bet 

* tangr 

SlugbrucE 

sin§T = taug Ja lang Jh' 
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ber eine nierftniirbige Sinalogie ber flp^ürifdjen unb ber ebnen 
S>rtiede, bei benen +T=4-a.4h' ifl, ouöfpridjf. 

fOJirb b ober c olä 0runbfeite genommen unb mit h", 
h'" bie jugcbbrige ^6be bejeicbnee, fo ifl: 

ainfT = lang 4 a lang 4. h' = tangfbtangi h'- 

= lang 4 c tang 4 h'" 

3nf. 4. 9tu^ bec gormel sin4T s=tang4atang4h' 
ergiebt ficb ber @ag: 

©pb^rifcbe ©reieefe haben gleichen gldchen- 
ranm, toenn bie ^robufte au^ ben Tangenten 
ber halben @runbfeiten unb ^6hen gleich finb; 
— ober; wenn bie Xangenten ber halben ©rnnb* 
feiten fich umgefehrt tote bie ber halben^&hen 
«erhalten. Umgefehrt folgt auä ber ©leichhcit ber gfd« 
(henrdume bie ber genannten iprobulte ober bie umgelehrte 
^Proportionalität ber Xangcnten ber halben ©runbfeiten unb 
Jobben. 

3uf. 5 . ©a sin4T^l ifl, fo mu§ immer tang4a 


tangjh'^1, ülfo (a + h')^« fein. 3H sin4T=l, alfo 

T=Ji, fo ifl taiig|^a = cotg4h' = tang4(jr — h'); alfo 
a=« — h' = 2r'. ©arau^ folgt, ba§ in febem fphdrifchen 
©reietfe, toelche^ ben oierten Xheil ber ^ugelfldche einnimrat, 
bie ©runbfeite ein ©urchmcffer ber ©egenlreife ifl, jtoifchen 
benen baä ©reietf liegt. SSergl. g. ©. $. 78, 3uf. 5. 

3uf. 6. 6inb a, a' bie ©runbfcitcnj h, h' bie .^6» 
hen {loeier ©reiede oon gleichem Sldchenraume, fo folgen 

OU^ tang4atang4h = lang4a'tang4h' ober = 

tang4h Proportionen : 


taüg4ii 


sin4fa — a') sm4(h* — h)^ 

siu4(a4-a') sin4(li'4 -h)* 

sin|(a — h') _ siaICa' — h), 
sin4(a+T7) aini (a' + h/ 
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§. 62. 


^onftruirt man bit ©egjnfreffe be5 ABC 

CSig. 25. a.), eon btnen ber eine burc6 A, bet anbcre burc6 
B, C ge^t, beffen SO?i(teI))un?f M fei unb jie^f bie SRabien 
MB, MC, fo wie auf bie SKifte D ber ©lunbfeite BC baö 
^erptnbifel MD ; fo i(! nac^ g. ©. §. 78 bie ©umme bec 
SBinfet MBD+MCD ba^ ©upplement beö giddjenraurae« 
öon ABC, a(fo bec SBinfel MBD boö Äomplement beö baf* 
ben glicbenraume«. 2luö bera reebtwinfligen ©reierfe MDB 
ergeben ficb bcmgemdf außer bec oben 3uf. 3. angeführten 
gorrael nod) anbere bemerfendroerfbe SMudbrüde für ben glü* 
cbenraura bed fpbürifcben ©reieded, in »eichen ouch bie 
SInalogie beffelben mit bem ebnen ©ceiede )um Ibeil noch 
pielfeitigec bertorfritt. 

SejeiCbnet man in bem genannten ©reiede ben 3iabiui 
MB »iebet mit r'j MD mit qs BD mit | a unb ben 9Bin- 
fel BMC, ber ben relatiuen SBertb bed jugeb6rigen in d. 
bolbirten IRebenbogend BdC giebt, mit a, «tfo ben SBinfet 
BMD, ober ben relatiben SBertb »on Bd mit iai fo erbdlt 
man für ben 2öinfel MBD bie ©leicftungen: 


' cos MBD = *f ^ -rt 2) cos MBD = cos q sin Ja; 

■' taug r 

3) sinMBD=— 4) sinMBD = J|^; 

' cos Ja sinr 

5) colgMBD = langJacosr'; 6) cotgMBD = ?^^^. 

©e§t man b'tt (aw— JT) für MBD unb Ci« — Jh') für 
r'; fo ergeben ficb für ben gldcbenraum T bie gormeln: 

1) sinjT = lang Ja lang Jh'; 
sin J T = sin i a . cos q ; 


2 ) 

3) 


, _ cos i a 

cos i T = S 

cos J a 


. „ sinq 

4) cosjT = j-p » 

* cos J h 


5) tangjT = tanglasjnih; 
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6) tangiT= p-i^; 

tangq 

num um M al^ ^o( einen ^nuptfcei'^, bec ba^ 
übet D unb d ucrldngerte ^erpenbi'fel MD in E fc^neibet, 
bie 0eiten Aß, AC ober in F, G ^albirt*) C§ 58, 3“f*4.)» 
fo i(l baö im 5D?itrcipunffe ber ©runbfeite BC errichtete unb 
bid jum S^urchfchnitte mit bem bie 9)7itte(punfte t>on AB, 
AC uerbinbenben Sogen fortgefehte iPerpenbifel DE baö 
Äompiement oon DM, ober q. SBirb baflTelbe mit p bejeich* 
net unb jnxjr in Sejug ouf bie ©runbfeite a mit p', »er* 
ttonbeln ffcf) bie gormeln 2, 4, 6, in benen (iw — p') fut 
q fubflituirt toerben, in fofgenbe; 

' 7) sin|T = sin|a sinp'; 

8) coslT=-^^^,- 

^ cos i h 

9) tangjT = sinfa tangp'. 

2>ie gormcln 7 unb 9 finb analog ber gormel ^T=|a.p* 
bei ebnen JDreieifcn, menn p' baö im SDJittcIpunfte ber ©runb- 
feite a errichtete unb biä ju ber burch bie 0}?itterpunfte bec 
©eiten b, c gejogenen £inie FG (gig, 25. b.) fortgefehfe 


*) arigonometrifcb läpt fid) biefer fo beweifen. StBan jic^e ben £luas 
brant MF, fo ifl in bem Srciccfe MBP 

COS MF — cos MB. cos BF 

cobMBF= ' 

810 MB. sm Bb 

= — cotgMB. cotg BF; toeil MF=|-w. 

= — cotg . r' cotg BF 

SBun ift MBF=MBD + DBF=4« — iT + B 

=-\n — |(A+B-f-C — *)+ B 

= re— 4 (A + C — B); 

®at)et cosJ(A+ C — B) = cotg r' cotg BF. 

_ ,, . I. «r. s’" 4 -T — cosi(A+B+C) 

©ebt man fut cotgr ben SBettb r- = ^ — ; 

° ^ tang-la tauget» ' 

r ./»IC. — cos4(A + B4-C) ' 

fo erbätt man cos i (A + C — B) = — 

' ' I J laug ^a taug BF ’ 

— cos^fA^-B^-C) 

cos^ (A + C — B) 

= tang^atangiej (J. 31., V.). 

golfllid) BF=|o. Gbenfo folgt CG =|b. 


bal)et 


tang 4 a lang BF : 
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^erpenbi’fet DE bebeuftff baö ^ict bie Sih^t 

bt« Srdedtö wi§t, mg bei fp^drif^cn ©rderfen ni'c^t b« 
gatt i(l. 535ik in ebnen ©reieefen bie gernbe £mie FG mit 
* ber ©runbfeiee BC paraOei ifl, fo tjt bieö in fpbdrifc&en tee« 
nigfien« mit bera 55ogcn FG unb bem SKebenbogen BdC, 
befien relatiber SBerfb in 7. entboltcn i|l/ ber gaB. 

3uf. ©inb T', T" bie gidebenrdume iweier ©reieefe 
Ittif^en gleichen ©egenfreifen ober öon gleicher ^6be h, 
beren ©runbfeiten a', a" finb, fo folgt auö: 
sin I T' = lang i a' tang i h ; 
nnb sin|T" =tang4a"tang4^h}’ 

sin i T' + sin i T" = (tang i a' + tang 4- a") tang ^ h } 


ober , 

2 sinKr+T'>osKT'~r') = . tanglh; (,,) 

gemer: sinjT' — siniT"_=(tangia'-.tangia") tang^h; 
Ober 

2.in*(T'-nco.i(T-+T") = (v) 


©a^er wenn (qp) bureb (tp) bioibirt »irb; 

tang \ (T + 1'") _ sl.i -I (a + a") 
taiigiCr — T'^} “ sin -I (a' - a ') * 

©inb bie ©runbfeiten gleich/ bie Jobben h’, h" ungleich/ fo 
erhdlt man; 

tanpi er 4- T") _ sin (h' + h") 
tang i U"') ~ sin 

aiu3 ber gormel iang|T = tang^asin *-h (5.) erhdlt man 
filr bie ©reieefe l', T", beten ^bhen gleich finb; 

tang|T'-{-1ang j T" tang f a + tang j a" ^ 

tang^ T' — tangIT" “ tangr* «'— lang * a"’ 

«t./. sin I er +'n _ 

siu*cr — T') ~ sin (a — a) 
unb wenn bie ^6ben h', h" ungleich/ aber a=d‘, alfo bie 
SJebenbogenf beren fphdrifche ©ebnen bie ©runbfeiten finb/ 
ähnlich finb: 


Diqi'i. ■ ■' 


I 


hy Google 



+ __ sinf h'-f^ sinjh* 

lang f '!’' — tang^ T^ sin^h' — sin|h** 


«n i(T + 'O _ tang+(h' + h") 

®®*' Sni(l'’-'F) - tengi(h'-h") 

Sti^nHi^e ^roporttonen (affen f?c^ au^ ten übrigen Sornteln 
biefeö §. b»(ei(en. 


f 63. 


aiufgabe. (E5 if! ein SDreieef ge* 

geben; man fo(( einen ^ogen (onflruiren^ bec 
bem Slicbenraume bed 2>reie(!eä gleich if(. 

2(uf(6fung. JDaö gegebene ©reierf fei ABC (gig. 26.). 
(Otan balbire aUe ©eiten beffdben in D, E, F; erri(^te in 
bem aJiittefpnnfte ber einen, etwa in D, ein ißerpenbifef 
unb befcbreibe' um B (ober C) mit bem SHabiug FE einen 
Äreiö, bec in G bad iperpenbi(e( fcftneibe; fo ifl DG oera 
halben gldcftenraume beö SDreiecfe^ g(ei(h. jDie SJerboppc* 
lung biefe^ Sogen^ giebt a(fo ben ganjen gldchenraum. 

95eweiö. 3n bem ©reierfe AFE, beffm ©eiten AF, 
AE=ic, |b finb unb beffen britte ©eite FE mit m be* 
jeichnet fei,*ifl; ^ 

cosm = cos^bcoa|c4-sin}bsin|ccosA (§• 12.) 
(Rach $. 37., 25. ifl nun: 
amJ(A+B + C)l cos^bcosf c + 

ober cos f T I cos i a _ * 


baber ifl cos^T 


cosm 
cos a 


SRacht man aifo Ja jur Äatbete unb m juc ^ppotenufe ei* 
neö rechtwinfligcn ©reicrfeö, fo ifl bie onbere Äatbete =JT, 
ttorauö bie 3lichtigfeit bec 2lufl6fung erhellt. 

3uf. 1. 3ra üocigen §. würbe bie gormel coslT=3 


cos J a 
cos Ja 


gefunbeiu 3lu^ biefec unb bet obigen cosJT= 


cosm 


cos Ja 


folgt, bag m=Jo ig. 

©er S5ogen alfo, welcher bie 9)?ittelpunlte 
iWeier ©eiten eine^ fphürifchen ©reieefe^ per* 
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tittbct, ijl gleich btr l»eö 3«nfri»infe 

btr auf bec briffen (©runb») ©^ite beg ©tef» 
ecEeö a(ö ouf bet jugeMrigen 6cMe in einem 
b er ©egenf reife (le&f, iWifcOenbenenba^SteiecC. 
liegt. 

Ober: ber genannte ©og en m {fl bet Hälfte 
beö relatiben SBert^e^ beö 9?ebenbogenö gleich, 
ber, ju einem ber ©egenfreife beö ©reiecfeö gt- 
^btigf bie ©runbfeite beffelben umfpannt. 

3uf. 2. Z)a^ 2)reie(f BDG j(l fe^r merfwörbig. ®entt 
au§et bem, ba§ bie Äat^efe GD bem falben gldc^enraumc 
be^ Drcierfeö ABC gleich ijl, ifl bet ®infcl an G bem 
Svabiu^ bet ©egenfreife, jmifc^en benen baö Sreieef in 3vüd* 
f!d)t ber ©runbfeite BC liegt; unb ber QBinfel an B bem in 
§. 62. erwähnten ?)ctpenbifel (p'), metc^eö in ber SOlitfe D 
ber ©runbfeite errichtet unb biö an FE geführt »irb, gleich; 
ober ber SBinfel GBD i(l b«g Äompleraent ber Entfernung 
MD ber ©runbfeite BC uon bem SKittelpunfte M be^ un- 
tern ©egenfreifeg. 2)enn eö ifl; 

alfo SBinfel BGD = r'. 

Smer iß tongGBD = • 

/ 

3la^ §. 62, SRo. 9 ifl tangp'==^^^; 

Sin 2 a 

ba^et ifl SQJinfel GBD= p’=^n~q (§. 62.) 

= in-DM. 

3uf. 3. Sag Sreietf MBG bietet ben §. 45., 3uf. 3. 
erttdbnten Saß bar. Eg ifl namlicb: 

GBD = in— DM; DBM = in— DG; 
habet GBM = w — GM; 

BG = BMD; 

BM = BGM. 

ir. 11 


I 
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§. 64. 

3lufgfl6e. SIu^ tlnerSptge tint^ fpHn’fcfieii 
©reitcftö nac^ btr gegetiübtr liegenben ©eite 
einenSSogen ju jte^en, butc^ meieren baö2)reiecf 
^albirt n>irb. 

2t u f ( 6 fu n g. (gig. 27.a.) Um »on‘ bec ©piße B (ober C) 
be^ Sreieefe^ ABC ben öerlangtcn 93ogen }u jic^en, fon« 
flruire inan ben SRittetpunft M bed bureft B, C ge^enben 
©egenfreife^; errichte im ©nbpunfte B be^ iRabtuö MB ein 
tpcrpenbifcl BF unb ^albire ben unterhalb bec ©runbfeite 
BC liegenben iSBinfel FBC bureb ben Sogen Bm, bec in m 
boö burc^ bie SJIirte D bec ©runbfeite geführte tperpenbitel 
febneibet. Um ben ©egenp inft ni' biefcö Durc^fc^nitfe^ be» 
feftreibe man mit bem JXabiatS Bm einen Äreiö, ber in E, G 
bie ©eiten AC, AB febneibe; fo teiltet bec Pon B nach 
fo wie bec »on C nach G gejogene Sogen bec 2lufgabc 
©enuge. 

Seweiö. 25er SBinfet DBM i|! ba^ Äomplement bt^ 
batben gtädSienrnnmeg »on ABC, (g. ©. §. 78.), atfo, 
toenn DBM+DCM wie an bem angemerften Orte mit U, 
obec DBM mit 4U, ber gldcbenroum ABC mit T bejeicb» 
net »irb, = — 4-U. ©ben fo ifl bec SBinfet mBD 

baä ^omptement bed gliibenraumed beä jmifeben ben um 
m, m' befebriebenen ©egenfeeifen tiegenben 25rcierfeö BCEj 
otfo, wenn berfelbe mit iCT, bec gtdebenraum BCE mit T' 
bejeiebnet mirb, 4^T=47t— 4 U' obec T'=7i — U'. 5Run 
ifl iU' = |FBD = +FBM + f MBD=ln + lU} babec 
TJ' = 4«+4U unb « — U'=f jr— lU==iTj fotglicb iß 
T^iT. 

Da baö Dceiecf BCG mit BCF jmifeben einectei ®e* 
genfreifen auf berfetben ©runbfeite BC tiegt, fo i(l oueb 
BCG = 1 ABC. 

3uf. 1. 3n metebem Scrbdftniffe bie 2tbfcbniffe AG, 
AE JU ben ©eiten AB, AC fleben, ifl §. 57. naebgetoie* 
fen motben. 
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3uf. 2. ber gormel tangr' = C§. 61.) 

oin 5 X 

tr^dlt man für ben SKabtuä Bm 

l.ngBm = ^5|äJ_!»!LP|a_ 

ain^ 1 smjr 

-?)aröu^ «rgicbf fic^ bte ©Icic^ung jwifcfttn Bm unb r', 
(wenn ndmli^ BM burc^ r bcjeicftncl n>irb), 

= 2 I 4 I = 2oo.tTs 
tangr siii^l ^ 

cbcc tangBm = 2cos|^Ttangr . 

gur bm Sogen Dm, burd) i»elcl)en bie 2age »on m 'be« 

({immt toirb, erbdit man au^ bem reebttoinHigen £)reiecfe 

BDm bie gormel: . 

tangDm = lang mBD , sin BD 

= lang ^U'. sin |a 

X .sin i a sin | a 

lang i tang|T 

©e|t man föc sinjT, tangjT bie §. 41. angefubrtm 2ßer» 
fo erbdlt man bureb bie ©eiten bed iDreiecfed ABC 
audgebrüeft ; 
tangBm = tang^a 

cos j a cos 1 b cos j c . 

I sin^(a4-b+cjsinj(a-}-b — cjsini^a+c — b)smi(b+c— -a)’ 
tangDm = 

sin J a 

r - - ^ ■■ I ——■—I _ , .in » • 

V~ tangi(a+b-|-cjtang-4(a+b-t)laiigi(a+c-b)tang^(b+c-a) ’ 
3uf. 3. 3ienbert man beliebig bie ^age beä ißunfte^ m 
auf bem ißerpcnbitel mDm', fo dnbert peb babei bie 2oge 
t)on m' unb E, fo wie ber 3"b<Jlt T* be^ Äreiecfeö BCE. 
^nbep pnb für jebe Sage bie ©leicbungen; 


tangDm = 


sin|a 


tang*T 




tangBm 


_ tangj a^ 


sin j T 

gültig. ©oB nun aBgemein T = iT fein, fo erbdlt man 

11* 
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burc^ bitfe ©(«icbungen b«e nöt^igen SScflimmimgen filt Dm 
unb Bm, ton bentn bie ^onffruftion be^ biefer Xbtiluns 
bfö Drtiecfe^ ABC entfprec^enben 2)urcbfcbnitte^ E flb^dttgf. 
wirb ndmlic^t 


taug Dm = 


sin 4 a 

tang(i^T)' 


tangBm = 


lang 4 a 


§. 65. 

Slufgabe. ©tn gegebene^ fpHn'fcbt^ 
in ein fpbdrifcbeä ^araHelogramm ju Der« 
ttanbein. 

Siufl&fung. ©aö gegebene ©reiecJ fei ABC (g/g, 
27. b.) ^an bntbire baffeibe bur^ ben Otogen AD unb be« 
fcbreibe ouf bet anbern ©eite ton AC ba^ Dreiecf ACE fo, 
bog AE = DC} EC = AD genommen »irb, fo ijl baö *po» 
roOelogromm ADCE bem ©rciecfe ABC gleich. 

SSeitei^. © 0 ^ ©reiecf ACE ijl gleich bem ©reiecfe 
ADC, tteil oDe ©eiten in beiben ©teiecfen bejugiich gleich 
finb j bohec ifl ACE ouch = ADB unb ADCE = ABC. 
©in fphdrifcheö ipocatteiogroram ifl ober baß SSiececf ADCE, 
tteii je jtvei einonbec gegenüber liegenben ©eiten gleich finb 
(g. ©. §. 96.). 

3uf. ©oU bo^ fporoDefogromm mit bem ©reietfe 
gleiche ©runbfeite AC haben, fo fongruire man bo^ 
©reiecf ADF, fo bog AF = DC, FD = AG genoro* 
men mirb. 

§. 66 . 

Slufgobe. ©en gldchenronm eineö fphdri« 
f^en ^orolle logromme^ ou^jubrüd en. 

9lufl6fung. 1) ©ö fei ABCD (gig. 28.) ein fphd* 
rifcheö iporoHelogromm. '3>*hf mon in bemfelben eine ©io» 
gonole AB, fo ig bo^ ©reiecf ABC bie J^dlfte be^ $oral« 
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Wogramme^ unb ^at mit beraftlben gleiche ©tünbfeite BC, 
bie mit a bejeidjnet fei, unb gleic^e\1^55e h, bo beibe i»i« 
fcben bcnfelben ©egenfreifen liegen. 2lu^ ber gormel siniT 
=tang4 atang^h crbült man aifo für baö ^Parallelogramm, 
helfen gfdc^enraum mit P bejeic^net fei, bie gorftielr 
ain^P = tang^a tang^-h. (1.) 

t 

2) gör ben g(d:b«nt<»um beö Sreietf^ ABC ^af man 
nac^ §. 41. bie gormel: 

, cotglBCcotgi-'AC + COS ACB 

■f cotgiT=— * STÄCß- ' , 

i'obet, ,»enn BC, AC, ACB burcb a, b, C au^gebriiett 

f cotg-5-acotgib + cosC. 

»erben, cotg^^T ^rTTT ' 


»erben, cotg^^T ! 

colglacotgi b + cosC , 
©ober ifl ; cotg I P ♦ ( 

_ cotg 4 -acotgTb 4- cosB 
€ben fo i|l; cotg^P = 

»enn burcb B ber SBinfel DÖC bejeirbnet wirb. 


3) 2luö 


cotgia cotgib 4- cosC _ cotg4a cotg^b4-co8B 
^ ^ ..C-*-» u 


I 

(cotgiacolgib 4 -cosCT)smB=:(cotg^acolgib 4- cosB>nC} 

bierauö 

cotgia cotgib (sLnB— sinC;=sinCcosB— cosC sinB j 

= siu(C— B)j 

ober — cotg4acotgib<jos4(C4-B)sin4(C — B) 

= co8i(C — B)sin4 (C — B) 

_cosKC4-B)F=taiJgiataDgibcosi(C — B). (gi) 

0lun i(l P = A4-B4-C + D — 2«, ober, ba A = B, 
C=D m, P=2(C4-B)— 2«; 
mitbin iP = -iCC4-B) — 5** 
unb siniP= — cosi(B4-C)> 

©aber erbdlt man ouS (<p) bie gormel t 

siniP = taug ^a taug |b cos i(C—B). (3.) 
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Tfnmecl. S8«i c6n«n ^atalletogrammm f|l rtenfall« P = 
ab CO* i (C — ß). ©a inbcp {)iet C + B=w 1(1, fo wirb 
cos i (C — ß) = «in B = «in C. 


4) 93on ben ©cgenfrdfen, jwif^en btnen bo4 «p<jr«Be» 
(ograimn liest, ^abe ber burcb B, C gebtnbe feinen SRittef« 
punft in M. 2Bie bet 5öinlel MBC baö Äoroplement beö 
bolben gldcbenraume^ ABC, ober bie 6unmie MBC + MCß 
baö Supplement beö gcnjen glüd)encauraeö ABC i(t, fo i|l 
biefelbe Sßinfclfumme bai Supplement be^ boibcn Ißarallelo« 
Stammet, ober ber SBinfel MBC bai Äompleraent beö piet»*-x 
ten Xbeile^ pon ABCD, ©er um M befcferiebene j^aupt« 
freiö HFG bolbirt noch 62, fomobl bie Seiten ÄB, AC 
beö ©reietfeö ABC, nI4 AB, DB be^ örciecfeö BDA unb 
DC, DB bei ©reiccfcö BCDj bol)ct balbirt er bie cinanber 
Segenuber (Icbtnben Seiten AC, BD beö ^poraUelogrammeö 
unb s<bt bureb ben ©urebfebnittöpunft I bet Diagonale, ber 
jugleicb ber 9)vilte(punft Pon OH ijl, roeil nach §. 63, 3**f- 
foipobl IH al^ lO ber ^dlfte bcö BMC gleicf) 

i(T. Darauf ergiebt ficb auch, bag GH = BMC i(t. S5e« 
jeiebnen mir alfo BMC mieber mit a, tpobureb jugleicb ber 
relatipe SÖertb beö SJebenbogenö BC auögcbrucft wirb, fo 
ijl a=GH, alfo bet Sogen GI^ dbnlieb bem Sieben» 
bogen BC. ©aö Pon M auf bie 3Riffe Pon BC gefdOte 
^erpenbifel ME trefc Perldngert ben Sogen GH in F. ©ie 
ajerldngerung EP beffclben ig für bad (Paraflelogramni ber* 
felbe Sogen, »ie baö §. 62. errodbute ipcrpenbilel DE bed 
©reieefeß ABC gig. 25. a, unb »erbe bifr ebenfaQö mit p 
bejeiebnet. 3nbem alfo bie @r6gcn a, a, h, p biet biefelbe 
Sebeutung b^ben, »ie §. 62., lajfen fJeb bie bort für ben 
gtdebenraum be^ ©reieefe^ entmicfelten gormeln fogleicb auf 
ba^ (Parallelogramm übertragen. SUuger ber febon in (1.) 
bemerften erbdlt man alfo noch; 

, siniP = sin|asinp; (4.) 


cosiP = 


COS5 Of 

cos i a ’ 


(5.) 
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cos IP 


\ 

cosp 


i^h’ 


C6.) 


cüSt 

tangjP = tang lasin-jh. (7.) 
langiP = sin a lang p. (8.) 

3uf. 1. 21u^ t>«n Sormtln sin iP = lang latanglh 

Unb sini P = tangla lang ib cos i(C — B) folgt: 
tanglh = tangibcos^(C — B) ob« 
tanglh 

coss(C-B)^^^^^ 

gic^t man in bcm ©cgenfrcife BCD'A' (§ig- 29.) beö 
roDflogramraeö ABCD ben SÜabiuö MB unb tcriöngcrt DB 
über B ^inauö, fo ifi bcc SBinfcl MBD'=|(^®)- 
ba D' bcr ©egenpunft »on D ifl, fo ifi BD =w 

b. Saat man non bcm ®?ittclpunfte M auf bie ©e^nt BD 
baö fPtrpenbifel ML, fo ifi BL = i BD'==l(5r — b). 3« 
bcm rcd)t»in{ligcn JDrciccfe MLB, bcffcn .^ppotcnufc M 

in — ih ifi (§. 61, 3«f- 3-)' ‘ff *“““ . , 

lang BL ta ngC^n — l^b) _ lang In 

cos MBL — — ta„g (i n — I h) taiig i b 

Sa^cr ifi cosMBL = cos|(C— B) unb MBL=KC— B). 

©affclbc crgicbf ficf) auä fofgcnbcc Sctracbtung: ^ 

bcr ®inW MBC fei mit u, MCB mit u", ^BD «nif « 

unb bcr burd) 23 crlüngcrung eon AC gcbilbctc SEBinfel MCA, 

mit u" bcicid)nct. Siaef) 9?o. 3. unb 4. bicfcö §. ifi nun; 

C + B =»t + jPi 
unb u' 4 -u" = n — |P> 
baf>ct C + B + n+n=2n; 

Serner ifi B + u' + w' = n > («) 

unb C + ^" — v"=ni (ß) ^ 

mcil B, C bic Dicbcntpinfel oon Cu'+v')^ (“ " ** ) 

Da^cr ifi B4-C + u + u''+i''-«"=2n=B+C+u+u'',- 

folglich „'—„"=0 ober v'=v". 

©ubtra^irt man nun bie ©Icic^ung (<») bon (ß)t fo ifi: 

C— B +u" — u— — o" =0 
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0 


folglich, b« u =w" unb auc^ u"=u t|l, 

C — B=2v ober t(C — B)= u'. 
.^ierauä (dßt f!c^ tviebec bie Sorroel 92o. 3. Verleiten, 
jie^t man ME J_ BC^ fo i(l; 

c«.u' = |?5Ä „to.i„{P = ^ieü- 

lang BM tang r 

S(u^ bem cec^ttbinHigen 2)reiccfe MLB folgt aber 


Senn 


. »;rT» tangßii 

tang MB = — ^^—r— ober 
I cos V 

— tangCl^r— | b) 1 

° cos4(C — B) tang^bcosf(C — B) * 

Sle^ fubflituirt glebt sin J-P = tang fa tang |b cos i(C—B). 


, 3uf. 2. ©eben bie ©eiten DB, AC beg SParalleto» 
grammeö oerldngert burcb bie SWittefpunffe M, M' ber ©e» 
genfreife, bie burcb B, C unb A, D geführt »erben; fo pnb 
bie ©eiten AC, BD ber ^6be beg iparatfelogrammeö gleitbr 
aifo b = h. Sann iff jugleicb bad ißaranelogramm ein 
gleicb»inf(ige^ unb baä grögte, »eichet bie ©eiten a, b ju» 
laffen; eö entfpricbt aifo ganj bem ebnen Diecbtecfe. Sie 
Sormein: 

sin I P = tang -i- a tang 4- h ; 
sini^P = tangi-atang4-b cosifC — B); 
geben für ben Sldcbenraum biefe^ fpbdrifcben Siecbtecfed aud ' 
ben ©eiten a, b ben iüu^brucf: 

sinjP = tanglatangjb, 

ber eben fo analog ber für ba^ ebne Sle^teef gültigen gor* 
mei P=ab ijl. 

©inb bie ©eiten a, b beö fpbdrifcben Slecbteifeö gieicb^ 
fo erbüit man ein fpbürifcbeä Duabrat unb für ben 
gidcbenraum beffelben bie gormei; 

sin i P = tang* 4 a. 

3uf. 3. Sa bie SBinfel A, B, C, D beö (pbdrifcbtn 
Slecbtecfeg gieicb finb, fo ifl P=4A~2jt; ober 4P=A 
— in; folglich sin i P = — cos A. Siuö sin fc P = 
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tang^a tang4^b folgt öifo coaA = — tang^a tang|b. 
güc 6tn SBinfel A beö fp^drift^en Üuabrateö er^dlt mon: 
cos A = — tang® ^ a. 

jDa ba^ fp^dr. Öuabrat gfeic^fettig unb gleic^winffig i|lf fo 
if{ auc^ ba^ ^ofacpimd beffetben gleici^tvinnig unb gleich« 
ftitigr alfo ein £Iuabrat. sDte @e(te beffelben ifl A, tec 
SBInf«! ä. Slu^ cosA=—tang» 4 a folgt alfo för ba^ 5Po» 
larquabcttt _ _ 

cosa = —taug* 4 A^ 
unb barttuö taDg*4Acosa = 1. 
tba^ nu(^ auä cosA = — tang^4a unmitttlbac entn>icfe(t 
tpcrben fann. 

§. 67. 

2lufg«be. €in fpbdrifcbeö Parallelogramm 
ju fonjlruiren, beffen ©runbfeite nebfi einem 
baran liegenben ClBinfel gegeben tfl, unb ba^ 
gleichen gldcbenraum mit einem gegebenen Pa» 
rallelogramme ^at. 

21 uf I6fun g. s6a^ gegebene parallelogromm fei ABA'ß' 
(gig. 30.) f bie gegebene ©runbfeite AC. SDer burc^ A, B 
gebenbe ©egenfreiö beö paraKelogramrae^ ABA'ß' habe fei. 
nen ^ittelpunlt in M. 9)7an b^lbire AC in E unb errichte 
ein Perpenbilel EN; pcrldngere ben SKabiu^ AM biö |u bem 
IDurcbfcbnitte mit bem Perpenbilel in N ; befcbreibe um ben 
©egenpunft N' biefeä Durebfcbnitted mit bem Dlabiu^ AN 
einen ^reiä; jiebe AF unter bem gegebenen SBinfel biä jum 
©urcbf^nitte F mit jenem Greife unb poßenbe ba^ Paratte* 
logramm ACGF^ »elcbeö ber 2lufgabe genügt. 

S3e»eiö. ©er gldcbenraum pon ABA'ß' fei mit P, 
ber Pon ACGF mit P'j bie ©runbfeite AB mit a, AC mit 
a' ; bie .^6ben ber genannten Paraßelogramme mit h, h' be* 
jeicbnct. SRacb §. 66. ifl 8in4P = tang4atang4h; sin4P' 
= lang 4a' lang 4h'. man MDJ_ AB/ fo i(l in ben 

recbtminfltgen ©reierfen MAD, NAE 


\ 
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cos DAM = 

lang AM lang AN 

fofglid^, btt AM = 4n — |h; AN=^^ 7 t — 4I1' ij!, 
lang i a lang 4 li = lang | a' lang ^ h' ; 

»orttuö siniP=sin-iP', olfo P = P' folgt. 

jtilrjer erMU «nttti ben bttrau^z ba§ SBinfel DAM 

= fn— iP; EAN = 4n — *P' i(l. 

3uf. 1 . ®bin fo rcirb titi fp^irifc^tö JDretfcf fon» 
flrutrtz btffcn 0runbfcite nc6|{ einem onliegenben SBinfel ge> 
geben iflz unb bttä mit einem gegebenen IDreiecfe gleichen 
gldd)enraum f)at. 

3uf. 2. SBirb bie 0ebingung, baß btt^ )u fonffruirenbe 
Iparalltlegranim an ber 0runbfeite einen gegebenen SBinfel 
bttbez mit ber nnbecnz bttß baßfelbe ein fpf)drifcbeä Sledfted 
fei/ oeetttufebt; fo dnbert ßcb bie angegebene j^onßruftion 
bttbin ab, baß für AF bie Serldngerung AH be^ Slabiuö 
NA biä ju bcni um N' befebriebenen Ärelfe genommen unb 
btt^ bttbureb beßimmte iparaUelogramm ACHi tollenbet Itirb. 


§. 68 . 

giufgöbe. <?in fpbdrifcf)e^ Ünabrttt ]u fon» 
(Iruiren, beffen 6eite gege ben ifl. 

Sluflbfung. fei CD (gig. 3t.) bie ©eite beö ju 
fonßtuirenben Duobrate^. Um C unb D befebreibe rann mit 
bem SRabiu^ = J(n— CD) jmei Sogen, bie ßcb in M febnei* 
ben; jiebe bie Sogen MC, MD bie ficb terlangert in M', 
bem ©egenpunfte ton M febneiben; befebreibe um M' mit 
bem SXabiuö = MC einen Jßebenfreiö, ber bie ©pinbet 
MCDM' in G, II febneibet unb jiebe GH — j fo i(l CDGH 
ein fpbdrifebeö Duabrat. 

Setteiö. SBegen ©leiebbeit ber SDreietfe MCD, M'GH 
iß GH=CD. ©tt MC, MD = K>r — Cb), unb M'G, 
M'H=MC, MD iß, fo iß GC=jr - (MC + M'G) = CD " 
unb eben fo HD = CD; mitbin ba€ Siereef COGH gleieb* 
feitig. Da ferner in ben Dreiecfen MCD, M'GH bie SBin* 
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W an C, D, G, H unttr gleitft ffnb, fo ffnb bi« Sie» 
benttinfet betfelben in b«m SBierecf« CDGH gleich- ©ober 
ift CDGH gleichfeitig nnb gleicbwinfüg, oifo «in fpbärifcb«^ 
£luabrat. 

3uf. ,3fl b«r 5Sih!«l «in«ö fpbiJrifthen Duabrot«« ge» 
geben, fo bat «uan in bem ©npplemente beffelben bie ©eite 
beö ipolorguobrafeö. SD?on tonn oIfo jtneö £luabrat ton» 
(Icuiren, wenn juboc baä <))o(arguabrat nerieicbnet toorben i({. 

§. 69. 

Slufgabe. (Ein fpb<ififcb«^ SlecbtecJ in «in 
fpbftciftbcö 0uobrat ju »ertoonbeln. 

2iufl6fung. Um baS fpbdrifcb« Kccbtect AßCD 
(gig, 32.) in ein fpbdcifcbeö Duabrat ju »erroanbeln, oer» 
längere nion AB über li, fo ba^ bie iScrIdngcrung BE=BC 
totrb ; bie ©umme AE balbire man in M unb befcbreibe um 
M mit bem Slobiuö AM einen Äreiö ; errichte in B ein iPec* 
penbifet ouf bem Snrchmeffcc AE, »efchcö bie 'QJeripbcrie 
beö Ärcifeö in F trifft; — fo i(i BF bi« ©eite beö fpbdri» 
fchen Quabroteö, baö mit AßCD glcicljen gldchenroum bat. 
»Die Äonflruftion beffelben ifl noch oorigcm §. onöjufiSbren. 

IB e » e i ö. SBejeichnet mon ben gldcheninbolt beö Siecht» 
edleö ABCD mit P, ben be« Duabrafcö ber ©eite BF mit 
Q; fo ifl siniP = tang^AB tangiBC; unb sinlQ = 
taug* 1: BF (§. (>6, 3af* 2.). ' - 

«Roch §. 54, 3uf. 4. ifl nun; . ■ 

lang» i BF = lang AB tang|BF = tangi AB tangi BC; 
folglich siniQ = sinlP; toorauö Q = P folgt.- 

3uf. 1. 2)0 im aiDgeraeinen sinfP<l ifl, fo ifl 
tangi AB.lang4 ßC-<l; folglich AB-f-BC ober AE-<*r. 
2)ober ifl AM im SIBgemeinen <in, toie bW bei Sieben» 
freifen borouög«fe§t wirb, ausgenommen ifl bet «ine goB. 
wenn siniP=l ifl. 2)onn ifl tangi AB tangi BC=1, 
folglich AE=n; AM=irt unb ber Äteiö AFE ein J^oupt- 
frciS. 2fnbem bann boS iPerpenbifel FB ein Duobrot »irb, 
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iß ber Umfang bt^ 0uabrott^ fo toie ber bfä et« 

nem J^auptfreife gleich, tp4^renb iebed biefec SSierede jugfeic^ 
bie ^albe ^ugeffldc^e einninimt. j^ieraud läßt ßdf ((ifUtßtnr 
baß itt biefem SaQfe bad Siec^ted, tpi'e bad £luabrat^ eitun 
J^auptfreid bKbet unb o(fo <iufi^6rt ein bleced ju fein. 

§. 61., 3«f- 5. ge^f bied eblbent 5«rbor. ©enn 
}le^t man in bem SKec^tede, wie In bem Qnabrate eine iDla« 
gonale, fo f!nb in ben baburc^ entfianbenen ^releden bie 
©runbfeiten cefpeftloe ©urcftmeffer bec ©egenfrelfe, jwifcften 
benen bie £)reiede Hegen. £)le an blefe ©runbfeiten ftc^ an« 
fc^Ilegenben ©elfen bed Sie^feded unb bed Üuabrafed finb 
bann aber nichts anbered, afd bie SJeridngerungen ber ©runb« 
feiten; mitbin wirb aud jebem SSIerede ein .^aupffrel^. 
SQergl. §. 62, 3«f* 2. unb $. 68. 

guf. 2. Um ein beliebige^ fpbürif^ed «Polpgon in ein 
fpbärifcbed 0uabraf ju Perwanbeln, Perwanbie man bad $o« 
Ipgon in ein ©reied (g. ©. §. 84.) > bad ©reied In ein ^a» 
raDelogramm (§. 65 .) , bied In ein Slecbted unb bad Stecbtcd 
' in ein üuabrat. 

§. 70. 

✓ 

Aufgabe* S)en gldcbenlnbait elned fpb^rl« 
f^en Xrapejed audjubrüden. 

Sluffbfung. 50?an jeriege bad Xrapej AßCD (gig. 
33.) burcb eine Diagonale AD In jwel Drelede, beren ©runb* 
feiten AB, CD — jugleicb bie ©runbfeiten bed Xrapejed, 
b. b* blejenigen ©eiten, welche ©ebnen jweler ©egenfrelfe 
finb — mit a', a", beren gldcbenrdume mit T, T" bejeicb» 
ncf feien. Da belbe Dreiede jwifcben benfciben ©egentrei* 
fen liegen, aifo gleicbe ^6be h haben; fo erbdtt man 1) aud 
ber gormel: siniT = tangf atangf h (§. 62.) 
siiiiT“ = taug 'S a' taug 1 h ; 
sin i T" = taug | a" tarig^ h ; 

baber sin i T + sin } T" = (taug i a' + tang i a") »aug| h ; 
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sin 4 (a' + a") tang 

cos i a' cos JE a" 

OOS CC 

2luö btt Sormtl cosjT = (§. 62.) tvHlt man; 


cos^a 


cos 


• rn^ I . . _ T rjvr "5 ® | 

i 1 +C 0 S 4 1 ' = -t* 

* • * cns-S-a ' 


COS-|a 

t f 

COS I a . 


cos^g cosfa'^ 4~ cos|«''cosfa ^ 

cos I a' cos f a" * 

»0 ä , o" bie «lafi'ötn ffiertbe ber ju bm 6eönen a', a' 
ge^brigtn Dieben bogti» AB, CD }inb. 

^itrauä folgt: 

sin* T + si n ■§ T" sin | (a' 4- a") tan gj h 

cos^'l’' 4-cos^T^' cos i a' cos 4 a + cos ^ a" cos 4 d 

./m^.rrv^v sin 4 Ca' + a") tsng | h 

ober tang4(x 4-'T ) = — — — - //X 7—; ; 

° ' cos^acos^g +cos4a cos^g 

für unenbli(^ fteine Xraptjc ecbält man bttrauä bie plani'me* 
trifcbe gomtl: i(T+T')= 


{ 


ober 


(r+r')= 


2) 3luö ber gornitl tang |T = tang iasinjh (§. 62, 
SRo. 5.) erbcUt man: 

taug^T' + tang j T" = (tang 1 g' + tang ^ g")sinihj 
smj(T' + T") _ sinj-(g +Osin|h ^ 

® **■ cosi'l'' costT" cos 4 g cos 4 a" * 

Ißacb ber oben angejogenen gormel ifl nun: 

, rri/ ,rr« COS 4 g' cos 4g \ 

cos4T cos4T = l~,i i 

cos 4 a cos 4a 

. . r.v/^ sin4(g +g")sin4h 

baber sm4Cr + r)= cos4a cos-a^^ ~ 

SBefcbreibt man um bie ^ole M, M' bet ©tgenfreife, jtoi* 
fcbtn benen bag Xraptj liegt, ben .^auptfreiö FEG, bet itt 
ben genannten iPunften bie ©eiten AC, AD, BD bolbirt 
(§.58, 3uf. 4.5 §. 62.); fo i(l FE=4a"; EG=4 a (§.63, 
3uf. 1.); folglich 4 («+«")=FG. SBeieichnen wir bieftö' 
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btt 6tiftn AC, BD beö Xrapt|eö ^albirtnbtn SSogtn FG 
mit m; fo if{: 

• - xPT'f I rp'^x sin m sin li 

sm*(r 4-T ) = — , , 

cos I a cos I a 

2uf. Sluä ber ©(tic^ung 

• iTv , • ,rr>, sin j (a' 4- a' ) tanfT * h 

8in * T4-sin *-T = -■--■■ v — ■ . 

•* ■* cos }a cos^ a 

ct^dlt man fdr ba^ Xrapt} bie 

• I -L 'T" sin Ka' + a”)<"ng jh 

sinj( + } 2 cos 4 ( — F" J cos } a' cus J a" ’ 

2Iuö wtlcf)tr bie gormtfn für baö iparollclograttim unb baö 
SDreitcf jtd) bcrleittn lafftn. ©cßt man ndmlic^ a"=a'; ba 
bann aucf) T" = T wirb, fo erhalt man: 

. sin a tau g jh * i. 

^ ^ 2cos»ir ~ * a ta“gt- h. - 
6t§t man a"=0, wobiitd) oud) T"=0 wirb, fo tr^dlt 

• . -n sin J a lang * h 

man sm -J r = - — ^ ■ ,i- i ~ > »orau^ 

^ * 2cos4lcüö‘a 

sin 5 T = lang * a lang * h folgt. 


OSom cingef^vtebcnen QJierecfe. 


§. 71. 

Slufgabe.' SDte ^Diagonalen be^ in einem 
tenfrcife befcfjri ebenen fpMrifcb«« S3ierecfeö 
burd) bie ©eiten beffelben audjubrutf en. 

Slliflofung. 3n bem SJiebcnfreife ABCD (gig, 34.), 
beffen ?0?ittcfpunft M i(t, fei bad fpf>drifd)e 25icrecE ABCD 
btfcbrieben. Die ©eiten DA, AB, BC, CD beffelben feien 
bcr SSeibc nad) butcb a, b, c, d; bie jn benfelben geborgen 
3entrin)infel DMA, AMB, BMC, CMD burd) a, ß, r, 3 
fteieiebnet, toobnrc^ jugleicb bie relatiben SBert^e bec Sieben« 
bogen DA, AB, BC, CD «uÄgebrücft »erben. Die Dia» 
gonalbogen AC, BD feien burcb p, q ongebentet, ber fpbd* 
rifcbe Siabiud bed ^reifed burcb r. SBie mm nach $»54, 3uf»l« 
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sin|a =: sinrsini«; sin4;b = sinrsin^/J; 
süitC = sinrsinl;'; sinld = sinrsin^d; 

iß, fo i(l auc^ 

sin 4- p = sin r sin | C|* + y) J (1-) 
sin T <] = sin r sin i (a + (5) ; (2.) 
ba^tr sin^psin^^q = sin*rsin|(a+j9)sm|(|?-l-y);, 

= sin*rCsin iasin4/4'sin4/Jsin4C® + |^‘i‘/))> (§• 3» !•) 
32im ifi o4-/?+y+^=2«, ölfo i(^+ß+y )—^ — nnb 
sin4-(a + /^+y) = sin 4 5; folglich: 

sin4psiii4q = sin* r (sinia sin|/ 4" sm^ß sin4^) ; 

^ = sin r siri4 a - sin r sin 4 y 4" sin r sin ^ß.sin r sin 4 d; 

init^ttl^ »tnn für sin r sin 4«/ sinrsin4/, u. f. ». sin 4a, 
sin4c u. f. ». gefegt wirb; 

sin 4 p sin 4 q = sin 4 a sin 4 c •f' sin 4 b sin 4 d. (3.) 

9Jug (1) unb (2) folgt ferner : 

sin4q si n 4 C« 4-/^) 

sin 4 p sini(ß + y) 

sin 4 /gsin4y4-sin4«sin4(g4 ~ ß 4~y) • /'s 3 5 ■) 

“ sin'4asin4/?4-sin4;'sin4Ca + /S4-y) ’ * ' 

sin 4- g sin 4- sin 4« sin j J . 

sin4asin4/J4-sin4/sin43 

©ubfiituirt man bi« füc sin 4 ^ u. f. ». ble SBertb« 

si^ flnil? f. re. fo erbülf man: 

sin r sin r 

sin 4 q sin 4 b sin 4 c 4* sin 4 a sin 4 d _ ^ 

sin 4 p sin 4 a sin 4 b 4~ sin 4 c Sill 4 d 

5ffiirb'(l) bütd) (4.) bioibirt unb multiplijirf , fo erglebt ftcb 

(sin4asin4b 4-sin4csin4d)(.sin4;isin4r+sin4b sin4d) ^ 

sin*4p= ^sin 4 bsin 4 c -h sin 4 d sin 4 a ’ 

(sin 4 b sin 4 c+sin 4 d si n 4 a)(sin 4 a sin 4c4-sin4b sin 4d) 
8 in»Tq — ^in 4 asin 4 b +sin4csin4d _ ’ 

3uf. 1. SBejeiebnet mon ber Äürje »egen ben gaftor: 
(sin4asin4c 4" sin4bsin4d) mit z{ 
(sin4asin4b 4* sin4c5in4d) mit a » , 

(sin4bsiu4c 4" sin4dsin4a) mit z » 
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fo ifJ: sin*4p = -^.z; unb sm»4q = -t-.z. 

z z 

. . , • , . sin4p z' 

smip sm4q s= z; -= . ^ -tt» 

* • ^ sin4q z' , 

SBirb ifbe ©eite beö SSifrecfeö mit b«c nic^jlfofgenbfn » a 
mit b, b mit c u. f. tt>. t>ertaufc^t; fo oermanbelt fidfy z in 
z", p in q > z bttibt unixrdnbert. l^affclbe finbet ffatt/ tcenn 
lebe ©eite mit bec norbergebenbcn/ a mit d, b mit a u. f. n>. 
»ertaufcbt wirb. 

3uf. 2. SDie ©rb§en z, z , z laßen ftcb noch umfor» 
men. i|i ndmlicb: 

z = sin^a sin^'c + sin^b 8in|d ; 

cos4(a-c) — cos4(a+-c) , cos4(b-tl)-cos4(b4- d) ^ 

— 2 • 2 ' 

cos 4 Ca— c) — cos4(b+d) , cos 4(1’ — d)— cos4 (a+c)^ 

— 2 2 f 


z t= sin4( — a + b + c + d)sin4(a + b — c + d) + 

sin4(a — b4-c + d)8in4(a + b+-c — d); (§.2, 46.) 

!6e)eicbnet man bie Satteren 

siiiK — a-J-b-f-c-j-d) , sin4(a — b-f-c-f-d), sin^Ca-j-b — c+d)^ 
. sin J(a4-b+c— d) bec Sieibe naeb mit S, S, s, s, 
fo i|l Z = ä k + SS} 

S)ertauf(bt man in z bie ©eite c mit b unb bemgemüg bie 
SRarfe (*) mit (•), fo erbdit man z'j ndmlicb: 

z' = ^ S 4- S §. 

SEBirb in z' ftbe ©eite mit ber folgenben bcrttecbfelfV fo er- 
sieht iieb : 

z' = ^ ^ 

Slu^ obiger ©(eitbunst 

2 _ cos 4 (a— c) — C08 i Ca-fc) cos4 Cb— d)— cosj(b4 -d) 

2 ~2 

erbdit man bureb »erdnberte gufammenlieHunge 

cos 4(a c) -j- cos 4Cb— d) cos4(a4-c)-f*cos4Cb4-d) 

2 2 — * 


/ 
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bo^tr Z = cosf (a + b— C — d) cos4C®“-l>-~c + d)“- 
cos4Ca+b4-c + d)cosi(a— b+c— d); (§. 2,45.) 
JDi< gaftoren cosiCa + b + c + d), cos|(a + b — c — d), 
cosj(a— b+c — d), cos|(a— >— c + d) mögen bet SJiei^e 

111314 

nat^ burti^ K, K, K, K, angebeutet »erben. Sie übrigen 
Serbinbungen biefer SIrt, cos|(,— a+b+c — d), cosJ(— a4- 
b— c + d), cos|(— a— b + c+d)»iirben bimgemdg burc& 

Ic, }u bejei($nen fein. £>a iebo(^ bie in k, k*, 

enthaltenen Sogen entgegengefc|t flnb ben in k\ k, k* ent* 
bnltenen, toa^ auf bie ^ofinu^ feinen Hinflug hot> fo iff 

k=kj k=k{ k=k unb man fann geh ouf k, k, k 
befchrdnfen. S^ach biefer Sejeiehnung igt 

1114 13 

' z = K K — K K. 

IDa z in z' übergebt; »enn man b mit c uertoecbfelt, fo er« 
bült man, inbem auch bie 50farfe * mit f »ertaufebt »irb; 

I , n 14 1 a 

z'= K K — K K. 

gerner berioanbelt geh z' in z", »enn febe ©eite mit ber 
folgenben uertaufebt »irb; bicö giebt; 

2411 23 1213 14 

z" = KK — KK = KK— KK. 

3 tt f. 3. gatlt man t>on bem SDfittelpunfte M beö Ärei« 
feö ein iperpcnbifel ME auf bie ©ebne AD, bie babureb 
batbirt »irb, fo ig in bem reebtminfligen IDreiecfe MED 

cosEMD = 

, tan? EM 

ober cos*o = 

lang r 

SBerben aifo bie Entfernungen ber ©eiten a, b, c, d t»om 
SRittelpunfte beö umgefebriebenen Äreife^ b. b- bie ijJerpenbi« 
fei tvon M auf a, b, c, d refp. bureb ©', e", e'", e"" 

bejeiebnet/ fo ig; 

, • fange' tange" 

cos ja = — — — - — f 


tangr 


tange 
cosjp = --—2 — 
* taug r 
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cosiy 


lange" 


. , lange"' 

cos 4 o = — 

* lang r 


m 


langr 
sin I q _ «in j- + ß") 

«ÜTP ~~ «in|(/y + 7) 

co>-j/ycns jy — cos*« cosf (a 4 -|?+y) . (^2, 5 ) 

cos]acos|/S — cosJycosj(a+| 3 +-y)’ 
cos J ß ros I Y 4 - <'os g cos -1 J 
cos 5 a cos J |S 4; C‘*« 2 / ^ 


sin jq lang e" lang e" + lang e' lang e" 

sin^p lange' lange" + lange'" lang e 

Unb flUÖ sin-Jp i C® + i^) ®'” 5 

= sin*rCcos|acos-Jy— cos*| 3 cos*(a+^-t-y)) (§. 3 , 2 .) 
= sin* r (cos J a cos ^ / + cos ^ ß cos \ S) 
ergiebt ftd>: 

sin^ p sin| q = cos*r (lang e' lang e'" + lang e" lang e ) . (V») 
31 ui (9) unb (9) folgt: 

. , lange'tange"4~tange"*tange ' 

sin ^p taug e^' lang e'" 4* tang e“" lang e' 

(lang c' lang e'" 4“ tang e" lang e"") . cos* r ; 

. lang e" lange'" 4- tanp e"" tsnge' 

lange lange '4- lange lauge 
(lang e' lang e'" 4- lang e" lang e"") . cos» r, 
95 c|ti(ftnet man bie iperpcnbifel »ora sWittelpunfte M be« 

V *l ' 

Äreifeö auf bie Diagonalen p, q burc^ e, e, fo laffen |icö 
mitte((l bec ®(eid)ungen: 

p 

lange = cos4(/J4-y)tnngr; 

q[ 

lange = cos|(o 4 -i 5 )tangr} 
i^ntic^e Slelationen für e, e Verleiten. 


3uf. 4. Dag jwifc^en ben 2lbf(^nitfen p', p", q" 
bec Diagonalen p, q bie @(eic(|ung: 

lang Ip' lang 4 p" = ta'ngjq'tangq" 

(laft ftnbef, i(l §. 54, 3nf. 2. beraerft »ocben. 
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§. 72. 


SlufgöBe. ©ie SSJinfcl beö tingf f(^n'e6«nen 
(p^drifc^en SSieredeä burc^ l>(e‘@etten btffel« 
bcn ou^iubrfitf en. 

Slufibfung. 5D?an jif^e m bem SSierede AßCD 
Cgig. 34.) eine ©iogonole BÖ, bie »ieber mit q beieidftta 
»erbe, fo »ie burcft a, b, c, d bie ©eiten DA, AB u. f. ». 
unb burd) A, B, C, D bie SQBinfel noc^ i^ren ©Reiteln. 
3n bem ©reiede ABD |(I noc^ 29. 

jin*lA ^ «*”4(q + a — b)sinj.Cq + b — a) 

sin a sin b 


= (5, j, es j 

sinaainb ^ 


^ sin* i(a — b) 

sin a sin b 


; (§♦ 71, 3uf. 1.) 


zz" — z'sin*4(a — b) 

= -} (a) 

z sina«inb 

31un if!: 

zz" = (sinja8in|c + sin^bsin|d)(sin^bsinic4-sin|dsinia) 
=8in^a sin^b(sin*|c+sin*id)4-sinicsin4d(sin*^a4-sin*Jb); 
unb z' sin* i (a — b) = sin , a sin ^ b sin* | (a — b) 

4- sinicsinidsin*4(a — b)j 

bttber : 

zz" — z'sin*4(a-b) = sin|asir4b(sin’4c+sin*|d-sin*i(a-b)) 
+ sin|csin| d(sin*4a4-sin*4b — sin*4(a — b)); 
©ie in ber lebten $arentbefe enthaltenen ©lieber laffen f!^ 
{ufammen^iehen. ©enn e^ if!: 
sin*4a4-sin* -Jb — sin*4(a — b) 

= sin* 5 a+ain*yb + cos* J (a — b) — 1 ; 

= cos*4Ca — b) — (1 — sin* -Ja — sin* 4 b)) 

= cos*4(a — b) — cos4Ca — b)cos4(a-f b); ($.2,69.) 
= cos 5 (a — b)(cos|(a — b) — cos4(a+b))) 

= cos4(a — b).28in4-asin4b. 

©iefen 21u^brurf fubflituirt erhdlt man: 

12 ♦ 
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z z" - z' sin*K*-t) = sin4asin|b{sin*|c+sin*4d-sin*iC®-^) 
4 - 2 sin 4 c sin 4 d cos f (a — !>)}■ ; 

— —8ini^asin4b{l — sin*4 c — sin*|d — cos*4(a — b) — 
2 sin I c sin 4 d cos 4- (a — b)}; 

•Der in { } befinblid)t X^eil Idgf f!c^ noc^> §♦ 4, SJlo. 3. in 
goftoren jcriegm. ©d)rei6t man bort f c, id, 4(a— b) 
rerp- fit a, ß, ri f» «rgiebt fic^: 

zz" — z'sin*4^(a — b) = 

4 sin 4 asinib.sini(— a + b + c + d) sini(a— b + c + d) 
cos-J(a — b — c + d) cosi(a — b -|- c — d); 
5EBirb biefet Süuöbrucf fflc zz" — z'siu» 4 (a — b) in («) eiti» 
gefej&t unb SRennct unb Jd^ler jnit 4 sin 4 a sin 4 b biPibirf, 
fo er^dit man: 
sin*4A = 

ginj{ — a+b + c+d)»inj(a— b + c4-d)ci8j(a — b — c+d^cosi(a — b+c— d) _ 
z' co«4 a cos 4 b. ' ’ 

JDit ©ommetrie bcr j»ei legten goftoren beö 3d^lerö in S5e» 
jug auf A wirb beutlicber» wenn man fle fo fcbceibt: 
cos 4 (Ca •— b) + (c — d)) cos 4 (Ca — b) — (c — d)) 

Qm coslA ju finben ergdit man au^ bem Dreiecfe ABD 

‘ sint(a + b + q)s;n4(a+b — q) ,, , 

COS*4A = : r-r ; (§. 29 .) 

' sin a Sill b ' 


sin* 4(a + b) — .iin*49. 
sin a sin b ’ 

sin* 4 (a + b) — ^ 

sin a sin b * 
z' sin* 4 (a - f-b) — zz" 
z' sin a sin b 


92 a^ ber oben auägefübrten Snttoidelung erbdlt man bUct 

z'sin* ' (a 4- b)— z z" = 

sin 4 a sin i b (sin* 4 (a + b) — sin* 4 c sin* 4 d) 

+ sin 4c sin 4 d (sin* 4 (a 4" b) — sin*4a — sin* 4b)} 
= sin4asm4 b(sin* 4(a4-b) — sin*4c — sin*4 d) 
t{- 2 sin X a sin 4 b sin 4 c sin 4 d cos 4 (u 4 * b) j 
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= sin 4^asin l-b jl — sin* sin* |d>— cos* 4-(a + b) 

+ 2 sin 4- c sin 4- <1 cos 4 (a + b)j > 

= 4sinfasin4bcos4(a -fb + c+d) cos4(a+b — c — d) 
sin4(a+,b — c4‘d)sin4(a-}-b + c — d)j (ß) 

SDfl^er ifi: cos*4A = 

»in^ (a+b— c-yd) sin j co«i(a4-b»t»c-4-d) ct>»j.(a+b-^c — d) ^ 

.z'cos 4 ttcos^b ' . '* 

3lu^ btefen Sormeln föc sin^A utib cos^A er^iU man? 
lang* 4 A = M. 

sin^(— a+b4-c4-<l)sin|(a — b-fic4-d)cos4(a — b^-o — d)cosJ(a — b — c-{-d) 
sinj (a-(-b — c + d) slu^ (a+b-)-c — d) co»J (a + b-i-d^^i) cos^ (a-j- b — c — d)^ 

92acb ber §. 71r $\xf. 2. angenommenen ^ejei^nung (affen 
ftc^ biefe 3lu^brüde (urjec fo barfteOen: 

. * S S K K 

sin» j A = 5 (!•) ’ 


z cos -Ja cos ‘b 

14 - fl 

S S K K 


cos* J A = -T ^ -Y-f 

■ z. cos 4 a cos i b 


5 ( 2 .) 


^ 1 2 I J 1 4 ^1 

. ^ 9 S K K , 

lang* 5A=d f-; r— } (3.) 

S S K K - ^ 

3iu^ (10 unb (20 er^le burcb 0)(u((ip(ifation t 


sin A 


2^1 


2 $ 4 1 2 1 J 1 4 

SSSSKKKK 


z'cosjacosjb 


J (4.) 


burc^ ©ubtraftion; 

i • I 2 ■* 1^.1414 

■ . . S S K K -U S S K K- 
cos A. ' ' # / .1 -I j 
z cos 5 a cos ‘ b 

£>urtO (Sertaufc^uKg febec ©eile mit bet folgenben erM(t 
man au^ biefen gormeln; ‘ ‘ ; 

ä S if fd 14 II 

(60 (K gegen Kbertaufc^t.) 


sin*|B = 
cos* 4 B == 


’ z"cos 4 b cos I c ’ 

• „V 

z"co 8 jbcos 4 c’ '■ 
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tang* 5 B = ( 8 .) 


sinB = 


hs KK 

_ sfTmTYYY. ,„.x 

g ; — ' — • i (“0 

z cos^bcos^c 


ffiirb in biefm gormein bitfelbe aStrtauf^uns »Ubtrf^olt, 
»ob« z". In z' itttürfgebl/ fo erbiÜf 

^ CIO.) 

• in — ^ ^ K ^ / - 

^ z'co8|ccos|d ’ 

hfjtY / 

= J 1 TF^. :, 

sin C — 8 ^ 5 K K , 

z' cos Je cos | d 


€nblicb in? sin’ jD s= 


cm 

(14.) 


sinJ 


z"cos JdcosJa--*. 

, mni ■ ' : . . 

■« = ä 3 MpJ^. (, 7 .) 

z cosjdcos J-4 " -• ' 

3u,f. 1. Slbbirt m.«i bie ©leitbamgm (1.) unb (2.), fo 
«9M(m= 1 = 

zcosjacosjb 

obet z' cos J a cos Jb — »efebte 

filu^brutf in ben gornuln U 2, 4, 3 fub’fütuirf »«bfn fann. 
®b«n fo i(l filr bie übrigen gormeln? > 
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z" cos I b cos = + 

) 4 I S 1 4 * * . 

z’ cos c cos id = SSKK-f-SSK K; 

1 

z cos ; 


■j, ^ 

i *- (] cos ^a = SSki^ + S^KK; 


3uf. 2. Slu« (4.) unb (9) er^>d^t man bie Proportion: 

sin A z " cos I c _ 

sinö z'cos^a ’ 

sin A cos i c cos i d 

ouö (4.) unb (130 iiHC = c-^aToTTb ’ 


tangf^ A _ ^ K 


9iac^ (3.) unb (80 ifl ^ ^ 

I 2^ 

, ^ tane i- A 8 8 

nac^ (30 unb (120 


3 4 

S S 


3uf. 3. 2luö (10 unb (70 erbdlt man: 


sin| Acos^^ß 


ikT 


2 % * * 
S S K K 


cos^-b| zV'cos Ja cos^c 


auö (20 unb (60 

cos JA sin JB = 


1 H 

SK' 


2 4 I i 

S S K K 
z' z” cosj a cosjc 


2)a&cr i(l f sin f A cos J B — cos J A sin J B) ober 

^ K—S k*f^ ^ S K k 

8inJ-(A — B) = 


cos jb I z'z"cosJa cosjc 

SRun ijl S K •— S K = sini(-a+b+c+-d)cosi(a-b-c+d) 
— sinj(a4-b — c + d) cosl(a + b— c d)j 
__ sin Jd +sinj(b+c— a) sin J(a+b - c)+sin Jd ^ ^ ^ 

2 

siiiirb 4-c — a") — sin J(b + a~^ ^ 

2 

= cosJb.sinJ(c — a). 

©ic3 fub(lituirt giebt; 
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sin|(A — B) = siniCc — a)l — ^ ^ ^ ^ r-«Q\ 

1 z'?"cosi8cosib* ' 

®ur4 ©trwedjfelung |efc«r ©eite mit bet folgenben crgiebt 

flcö ^ifCOUÖ : 

I z z coa^-bcosyd ^ ' 

r 


^ § K 

z'z" cos^^acos^c 


; (20 ) 


sin j-(C-^D) :;= ain^(a — c)| 

«in*(D-A) =; «mUb — d)f S K k* 

J z z coayb cosjd ' ' 

btn ^ormefn ( 18 .) unb (20.) folgt, ba§; 
sinJ(A — B) = — sin|(C— ^D) } 
ober A — B = D — C 
ober A + C = B - 1 - D «(l. (g. 6. §. 75, 3uf. 3.3 
SDaffelbc gebt auö ( 19 .) unb (21.) beröor. 

Sluö ben ^ornieln ( 2 .) unb ( 7 .) erbdft man: 

coHAcoHB = i-^rZJUZI , 

cos 4 b| ^z"cos4acos4c . 

auö (1.) unb (6,) 

«intAainJB = -r j - ^ 5 ^ . 

COS , DJ 2 a cos4 a cosj- c 

JDabtr iflj (cos 4 Acos 4 B 4 -sin 4 A sin|B) ober 

S K -f- S 


cos4(A — B) 


cos 4 b 


z^z"cos4acos4c 


,&iec ld§t |I(b S K + § 1 ^ np(^ iufamroeniieben. <H '41 

ndmll’cb ^ K 4- S K = sin4(a4-b+c— d)cos|(a4-b^-c4-d) 
4- sin4(a — b4-c4~d)cos4(a — b4*c — d); 
_ sinj-(a + b4-r)— gi iij. d sm4(a — b4-c)4-sin|d 

‘2, T ^ 7p 5 

_■ sin'|(a4- b 4- c) + si n j (a — b4-c) 

2 > 
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^sin 4 (a + c) nos^b. 

«Diefen Siuäbrucf oben fubfütutrt erbd(t mant 
cosi(A— B) = sini(a + c)j , j ^ ^ ^ — j m.) 
©urc^ Serwe^felttng btt ©eiten folgt bierauö: 

y~ 2 4 111«' ■ 

cosUB-C)= sinKb + d)! 

I z z cos^b cosid '■ * 

co,J(C-D) = .mKe+a)f 

z z cosA a cosic ' '' 


r 


cos^t 

~2 t 1 i I 4 

S S K K 


co.i(D-A) = »«!ca + b)| P 50 

©ie ©ieifion bec gorraeln 18 -- 21 burc^' bie »orfle^enben 
22—25 ergiebtt 

Ung4(A-B) = ä K k 

amiCc + a)| 


Ung 4 (B— C) = 


sin i (d 4 - b) 


ain 4 (d — b)f ^ k K]^ 


S § K 


5 (27.) 


1 r*N si’n-ffa — c) 
tangKC-D) = SHT^tjrö 


2 4 1 ^ 

^A.r28^ ’ 

I 1 1114 » UÖ.J 

SS K K 
= — tang4(A — BJ. 

UngJCD-A) = rt(i»-a) rsij^ 

. 8j»4(b+d} g ^ ^ 

?=E — tang4(B — C). 

2lu^ (26.) unb (270 folgt: 

Ung«A_B).an8i(B-C) = gM^.||, 

tang|(A — B) sin4(c — a) sin | (c + a) SS 

langi(B — C) sin4(d — b) sin 4 (d + bj ’ * 
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3uf. 4. 2luÖ 8ini(A-ß)=8inlCc-a)j 


S K K* 

z z”coslacos4c * 


gt^t ^«eor, ta§ A = B ijl, imac^btm c=a ifl,* ba§ affo 

t>on {»(i SBinfeln t>e^ eingefc^ritbetun SSitrede^f tvclcbe an 
einer gemeinfctaftlid^en 0eite liegen, berienige ber grogere 
ig, beffen jweiter 0d)en{cl f (einer ift, a(ä ber {veiie 6c^en» 
Ul beä anbern ^infe(^. 

0D(an fann aOe biejenigen 0eiten eine^ ober 

überhaupt eine^ $o( 9 goneä, we(cbe nic^t 0cbenfel eine4 ge« 
tviffen 9ßinfe(ä in bemfelben gnb, a(ä biefem SBinfel gegen« 
fibergebenbe betrachten. 2)em SGBinfel A be^ eingefehriebtnen 
ffiierecfeö, ber bie ©chenfel a, b bat, geben alfa gegenüber 
bie 0eiten c, d; bem aSinfel B geben gegenüber a nnb d. 

3enocftbem nun c = a ig, ig auch c4-d = a + d. SDober 

(dgt geh obiger 0a| fo au^fpreeben: 

Unter ben an einer gemeinfeboftiieben 0eite 
(iegenben 9Sinte(n bed eingefebriebenen 93ier« 
ede^ ig berjenige ber grogere, tpeicbem eine 
grbgere ©uranie pon ©eiten gegenüber gebt. 

■ tiefer ©aQ gilt übrigen^, wie geb (eieb.t naebweifen 
(dgt, POR aOen eingefebriebenen ^o(pgonen, ju benen auch 
iebeä £)reied gebürt. 


3uf. 5. 3(uö ben gorniein 1 — 4 unb 10 — 13 er« 
bd(t man: 

sinj Acos^ C = - ' 


1 t 14 I « 

• K K K K 
cos i a cos b cos i c cos 4 d * 


sr 


K k“iCk‘ 


cos^AsinlC , 

z I cos J a cos J b cos J e cos J d 

barau^ fo(gt: (sin ^ A cos j C cos J A sin J C) ober; 

smJCA + C) = 


1 ' 9 14 

K K K K 


cos I a cos J b cos J c cos J d 
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JRacö §. 71, 3«f- 2. i(f z' = ^ ^ ^ ölfo 

Mt S 4 

s s + s s ^ ^ 

^ = 1 ; folglich 

• T^A J_r\ _ r K K K K 

8in|CA + C) r= — ; (30.) 

I cos^acos^bcosxccos^d 

©itfelben gornielti 1—4 unb 10 — 13 ccgeben: 


coszA cosi C = 


K K 


r- 


S S ^ ^ 


cosiacosibcoszccosi d ’ 


inz smz I 1 j » 

K^-KKf” 


sin 

barauä folgt: 
cos i ( A + C) = 


1 « 1 4 

s s s s 


C05 J a cos j b cüsi c cos| d * 


12 1914 

K K — K K 

9?ac^ §. 71, 3“f* 2. ifJ: = — 1 ; 

folglich (fi: 

cos i (A + C) = — 


13 9 4 

s.s s s 


cos|acosi bcos^ccosld 

t 

Sluö (30.) unb (31.) erhalt man; 


} (31.) 


längs 


CA + C) = -r^pl, (320 

N I s s s s 


unb sin(A4-C) = — 2l 


1 «54 I 3 1 J I 4 

SSüSKKKK 
cos 5 a cos z b cos i c cosj d 


; (33.) 


©a (n^bcn gormeln (30.), (31.), (32.) (33.) bie ©eiten bed 
SSitrede^ fommeteife^ enthalten finb, fo ^at bie Sertaufc^ung 
berfelben feinen (Einflu§ ouf bie Somul“* ^Kan erhalt bof;ec 
biefetben 9luöbrilcfe für 

siu|(B + D), cos 1(13 -}-D), tang|(B4-D), sin (B 4-1^)» 
tporou^ fic^ rcieber ber ©ag ergiebt, ba§ A + C = B4-D 
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(fl. SDi« negatibcn Sorjeic^tn m (31.) f (32.), (33.) beuten 
un, ba§ bie ©umme je jweier ^{agonaltoinfel >n ift. 


§. 73. 

Slufgobe. 2)en gldd)enraura beö elngefcbn'e* 
benen ^ierecfeö buc'cb bie ©eiten beffelben au^« 
j u b r u d e n. 

Suflbfung. ©ebeufet Q ben S(4cbenr«um beö SJier* 
tdti, fo ifl Q—A-f-ß + C + D — 2«} ober, bo A4-C= 
ß + D ijl, Q = 2(A+C)— «-27»; ober iQ=iA-f-C— «?» 
unb +Q=:i(A-|-C)— i-rr; mithin: . 
sin^^Q = — cos|(A-(-C); cos^Q = sini(A-fC); , 
tangi Q =c — cotgl (A-f C) ; sini Q = — sin (A-f C) ; 
SJuö ben gormeitt 30 , 31, 32 , 33, beö »origen 3uf« erhält 
man alfo für ben gldchenraura bie gormeln : 


sin^Q 


-r 


1 a 1 4 

s s s s 


cos ^ a OOS i b cos ^ c cos i d 


cosiQ = 


langiQ = 


1 a 11 14 

K K K K 


cos i a cos T b cos | c cos Jd 


ru 


S 4 

s s 




r i a 9 4 I a 1 j 1 4 

SSSSKKKK 

^ cos^a costbcos^c cos^d 

3uf. ©egt mon bie ©eite d=0, fo wirb ba^ SSiered 

ein sbreied au^ ben ©eiten a, b, c unb bie gormeln fiir 

siniQ, cosiQ, tang^Q, sin^Q uettoonbeln fleh In b/e 

§. 41 . für sin^T, cos|T, tang^T, siiij-T nufgefleßten 

gormeln. fben fo laffen fleh öu« ben gormeln beö »origen 

§. bie entfpteihenben gormeln für bie SBinlel beö Sretedeö 

obleitcn, wenn mon eine ©eite be^ ©iercdeö =0 raoeht« 

§.) 74. 

3tufgahe. iDen fphäcifchen Slabiu^ be^ um 
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tin fp^ätifd)e^ Siitteä 6efc^cie6enen Äceifeö 
burc(> bte 6eiten be^ fBitredeä au^jubcätfen* 

SJuflbfung. man In bem 58ierecE ABCD (gig. 
34.) bie £)iagonafe BD, bie »Uber bur^ q au^gebräcft fei: 
fo liegt ba^ IDreiecf ABD mit bem SSiere^ in bemfelben 
Ärcife. SBirb ber fp^drifc^c SSabiuS beö um ABD befcOrle* 
benen ^reifc^ mit r bejeic^net/ fo ijf nac^ §. 59. 
tangr = 

2siniasin jbsinlq 

siui(a+b+q)siui(a+b — q)sini(q+a — bjsini(q4-b — a) * 
ober 

_ J 4 sin« I a sin» i b sin* j q ^ 

^ (sin«i(a4-b) — sin*iq)(sin« 3 q — sin«i(a — b)) * 

!9 

9?ac^ §. 71. ijl sin*iq = ^5 bU5 eingefe§t unb girier 

nnb iRenner mit z'z" multiplijirt giebt: 

j 4sin« 4 asin« j b . z z'z" 

^ (z' sin« i C® + b) — z z ') (zz" — z' sin* ^ (a— b)) ' 

9lun ifl, wie §. 72. («) unb (/?) entwidelt »urbe; 

z'sin*i(a + b) — zz" = 4sin§asinibS S KI^; 

zz" — z'sin*|(a — b) = 4sin5 asin|b S S k Ki 
©ubfütuirt man biefe iS^ertbe unb bioibirt 9^cnnec unb gd^« 
(er buc^ 4sin*Jasin»^ b, fo er^dlt man; 

9 99 

ZZ z 

tang*r = j -n , — ITTTTT J 

4.S S S S K K K K 

ober» wenn man für z' , z" bie §. 71/ guf. 2. cnt»itfel< 
ten ^u^bcücfe fegt: 

^ (S ^ 4- S § 4- ^ S)(S ^ + S S) _ 

4s§^§Kkkk 

. (rk-KkKKk-K‘k)ck‘k-K*k) 

tn^S ^ 1 j 1 4 11 i i 1 « i 

4SSSSKKKK 


tang*r 
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5. 75. 


nm eiit«t ^ret^ befc^mbene fßitttä i|l ba^ ^okt» 
üitttd beä ciagefcftriebemn. S^a^et laffcn fic^ bU für bai 
Uf^ttre tntwiddten Socmefn auf ba^ umgefc^nebene (riebt 
übrrtragrn. S3rjeicbnet man t»(e oben mit a, b, c, d bie 
0ei(eti/ mit A, B, C, D bit 2Bin(c( beö eingefebriebenta 
SSierecte^; mit , b', c, d', A', B', C, D' bit ©ritcu 
unb aBinfe( br^ umgrfcbritbtnen, fo bag A' jmifeben d', a'; 
B' jmifeben a', b'j C |»ifcben b', c unb D' jmifebm c, d' 
lügt; fo i(l; 

a=7i — A'; b=7r — B'; c=n — C'; d = jr — D'; 

A=n — a'j B=« — b'; C=tt — c'; D=jr — d'. 
b«btf sin4A = cos|a'; cosjA = sin4a' u. f. ». 
z = cos|A'cosJ C' + cos|B'cosi D'{ 
z' = cosiA'cos^B' + cos^C'cos |D'} 
z" = cos 5 B' cos -5 C + cos } D' cos f A' } 


gern« ig: 

sin i (— a 4- b 4- c + d) = cos i (— A'4-B'4-C'4-D') ; 
siniCa— b4-c4-d) = cosl(A'— B'4-C'4-D') ; u. f. ». 
cos Ka + b 4- c 4- d) = — cos 4 (A 4- B' 4- C 4- D') } 
cos4(a4-b — c — d) = cos4(A'4-B' — C' — D'); u. f. ». 
(Bfjfidbnet man a(fo cos4(— A'4-B'4-C'4-D'J, cos4(A'— B' 
4-C'4-D'), cos4(A'4-B'— C'4-D';, cos4(A'4-B'4-C'— D') 
refp. bureb C, C, C, unb cos4(A'4-B'4-C'4-D'), 
cos 4 (A' 4- B' — C' — D') , cos 4 (A' — B'4- C'— D'), 
cos4(A— B'~C'4-D') bureb C, C, C, C; fo iflt k = C, 
§ = C, 4 = £, S = C; K = — C, = C, K = C, 
^ = C* 

€nbliebfei cos|A'cos|C' 4-cosjB'cos|D' bureb Z; 

cos| A'cos|B'4“ cos§C* cos|D' bureb Z'; 
cosjB'cosJtT 4-cos|D'cos4A' bureb Z" bejeiebnet. 
^iernacb laflTcn au# §. 72. für ba# umgefebriebene SSiereef 
folgenbe gorme(n^ in benen bie Seiten be# (Bierecfe# bureb 
bie 3Binfe( au#gebrä<lt werben^ ganj bequem abfebreiben. 
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. . , , ^ c c c c 

Z sin A sin ß 


cos* -Ja' = 


J. » * * *♦ 

c c c c 

’sin^- A'sin^ß' 


1 4 _ I » 

. . — c c c c 

l®ng -^a j JHI4 

c c c c 

_ 2f^_ C 6 C fc C C *C C 

» ♦ 1 ^ * JL U t> 

, cccc+cccc 

cos Ä ' ' • » */ M/ ♦ 

Z sin^A 6in^B 

5fir bie ©tlfen b', c', d' ^at mon in ben »orftc^cnbrn gor* 
mein nuc bie gehörige -Sertoufcbung bec 95ucb|laben A' , B’, 
C', D' unb bec aSorfett *, *, *, *, (), (")». öorjune^men, 

Wobei ju bemer?eti i|l, bag- noch §. 71» Juf- 2. füc C, C, C 

* 4 1 • 1 S , 

gtfc^rieben werben lann: C, C, C. 

Sind 3uf. 3. betreiben §. erb^It man: 

i "i Ts 

■ — cc c c 


sinlCb'-a') = sin-KA'-C') ^ 


smiA sin; 


cos|(b' — a') = sin 


I a 1214 

C C C 0 


Z'Z"sin ^A sin-J C' ’ . ' 


14 1 « 


4.-» . _»N f (A' — c') ; — c c c c 

.ang«b -a) =: > 


5 iug 3 uf. 5 . folgt: 


1 * U? 

— c c c c 


sini(a'4-c') = I ~ ^ ^ . , • 

I sin J A' sin | ß' sin J (J sin f D 

y“ (*• c c 


cosj(a' + c') = 


sin 4 A' sin I ß' sin 4 C' sin | D' 
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tangj(a +c) 


sln(a' + c') = 


_ y C C c’ Ö* 

I tbcc ' 

1 » 9 4 1 a I J i 4 * 

2f — CCCCCCCC 
sin I A' sin | B' sin ^ C/ sin ^ ' 


©fr ©pnmiffn’e bi'efcc gormelti jufolge i(l a' + c =b'+dV 
i»aö fc^on OHÖ A + C = B + D ^ertoorge^t. ' , 


2Iu^ 3uf. 4. bcö §. 72. «giebf ftc^ für baö umgefcferie- 
6ene SÖierccf unb ü^er&aupt für jebtö umgeff^tiebene $poIp* 
gon btt ©a§; 

SSon j»fi ©fiten e ineö umgeff^riebenen SSier- 
etff^ (ober ^olpgoneä); wtlcbe einfn unb ben* 
felben SBinfel einfcblie §en, ifl biejcnige bif gr6* 
^tvt, welfber eine gr6§ece ©umme t>on SBinfein 
gegenüber flebf — 

wobei |fber SBinfei^ ber ni^t an einer ©eite liegt ^ atö ein 
berfeiben gegenüber liegenber betrachtet wirb. 


©a jebe^ ©reiecf fowobl ein eingefchriebeneö af^ ein 
unigefchriebentö fein fann/ fo gelten bon bemfeiben beibe 
©d^e, bag bem grb^eren SStnfel eine grbgere ©utpme bon 
©fiten (b. b- eine grbgere ©eite); unb bag ber grbgeren 
©eite fine grbgere ©uninie bon SGBinfeln (b* b* «in grbgerec 
ffiinfel) gegenüber (lebt. SBei giguren bon webr al^ brel 
©eiten if{ ba^ nicht ber gaü. 

ffnblich für ben fpbdrifchen Siabiuö q beö in ba^ SSiwerf 
' eingefchriebenen Äreife^, ber ber ipolarfrei^ beö um ba^ 3Jo» 
larbierecf mit bem SKabiuö r befchriebenen ijl/ erbült man/ bo 
^=^71— r iff, au^ §. 74. bie gormel: 

1 a s ♦ _ iaiji4 

— 4CC CC C C C C 

9 — ZZ'Z" ■ ’ 


**1*J,* 

— 4CCCC CC C C 


JL* *« »JL «J* 

(C C + C CKC C + C C) (C C + C C) 
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— 4CCCCCC C C 

’ ' 12 Hl* I* 1211* 

cc C + C C)CC C + C C)(C C + c C) 

)OaS Uttigefc^riebene 93i'ere(f ge^t tn ein £)reted u^er^ toenit 
jwti t>on ben fünften , in welchen bie @eiten beffelbcn ben 
eingefc^riebenen Sreii berubrtn, in einen ipunft jufammen« 
$eben. £)ie 93o0en^ tveicbe in jenen fpunften ben $rei^ be« 
rübrenf faDen bann in einen SSogen {ufammen unb bec 
SBinfel , welchen f!e einfd)Ue^tn wirb = n. Um alfo nom 
,umgefcbriebencn SSierede auf baä X)reied überjugeben/ braucht 
man nur einen ^infet be^ SJieredeä ju fe$en. Z>ie^ 
\&%t jicb auch auf foisenbe ^eife bartbun. ^aä einge« 
febriebene Sl^ierect wirb jum ^reieefe/ wenn eine 6ei(e beffel» 
ben, etwa d, =0 gefegt wirb, ©ad ipolarbiered belfelben 
— bad umgefebriebene ~ i|l bann ebenfaffd in ein ©reietf 
übergegangen, ©a nun ber SBinfel D'=«— d ift,' fo folgt 
für d=0, bag D'=7 t geworben ift. iSiatt fann alfo aud 
. ben Sormeln biefed §. bie entfpreebenben für bad ©reieef b<r* 
leiten, wenn ber Cffiinfel D'=n gefegt wirb, ©ie ffflinfel 
bed bobur(b bebingfen ©reieefed finb A', B', C', benen be» 
jüglicb bie 6eifen b', (c +d'), a' gegenüber fieben. Uro 
bie bei ©reichen gewöhnliche SBejeiebnung beijubebalten, 
f^reibe man a für b', b für Cc' + d'), c für a'. ©ann i({ 
für c |u fegen l(a+b — c) unb f(c + b — a) für d'. 

00 laffen ftcb aud bero gegenwdrtigen §. unb aud $. 72. 
bie roeifien ber in §. 28. — §. 33. entwirfelten gormein ab» 
leiten. 


gjcfiintmung gl&^cntüumc, bie 

»on 3^ ebenfretfen bcgtünjt rcetben. 

§. 76. 

Slufgabe. ©en fpb<5tif^en Slütbettf «um ei» 
ned Stebenfreifed bureb ben fbbütifeben Siabiud 
beffeiben audjubrücfen. 

II. 13 
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«aufl6fung. , fei (glg. 35.) M ber SKitfelpunft 
cineö 3?ebenfreifcö ABD unb burc^ C, bcn SRittcIpunff bet' 
Äuget , bif 9ld)fc beffctben , MM', gcjogcn , bie in bera SDlit» 
felpunfte c bcr Ärci^tbne ouf bcrfciben fenfrccftf JDie 

fpbdrtfcf)C Dbcrftdcfte bcö Äugctabfcfjnitteö ABDM ifl nun 
einer Äugcljone gleich, n>eld)c gleiche S)of)t mit jenem 3tb» 
fcfjnitte (>at; — alfo gleich bera ?Jrobufte auö bcr iperipjberic 
erne^ .^auptfreifeö in bic jQobc Mc bc^ Äugelabfcftnitteö. 
5Die »JJerip^eric eineö ^»auptfrcifcö i|l nun =2n, wenn bet 
Äugetrobiuö = 1 genemmen wirb. SSirb olfo ber fp^drifefte 
gldc^enroum ABDM mit K bcjcicftncf, fo ifi K = 2>r.Mc. 

3?un ifi Cc bcr Äofinuö beö 5?ogcnö MA, bcr ofö bcr 
fp^drifefje SSabiu^ beö aiebrnfreifeö mit r bejeieftnet »erbe. 
JDa{)cc ifi Mc = MC — Cc=l — rosr; mitj>in: 

K = 2jt(] — cosr); 

= 4jtsin* * r ; 

3uf. 1. £5cc gfde^enroum ber Äuget ifi =4n. 
man bierbon bcn ft)f)dr. gidebenroum K bcö tJiebenfreife^ 
ABD ab, fo bteibt für bcn Siefi: 

M'ABD = 4n — 27r(l — cosr) 

= 2jt( 1 4-cosr); 

5Da r=MA = jt — M'A ifi, fo ifl cosr = — cosM'At 
mithin: 

M'ABD = 2jr(l — cos M'A), 

»etefte gormet mit bcr obigen K=2w(l — cosr) ibentifeft 
ifi unb beren ©uftigfeit and) für bcn galt, wenn bcr fpbd* 
rifebe Süabiuö eineß tJiebenfrcifcß > i n genommen wirb, 
bcweifl. 

3uf. 2. £)er gtdd)cninbatt bcr Ärcißeb ne ABD, be» 
ten .^olbmeffec Ac = sinr ifi, ifl =n Ac*=7rsin»r. SCBirb 
berfetbe mit k bejeiebnet, fo folgt auß: 

K = 2jt(1 — cosi') unb k = jrsin*r 
burct) Subtraftien: 

K — k = jr(2 — 2 cosr — sin*r) = jr(l — 2 cos r + cos* r) 
= n(l— cos r)* = n, Mc*. 
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S5cfcö«i'6f man aifo mit «inem Slobiuö, ber gfeic^ ber 
Mc bcö Äugefabfd}nitfe^ ift, einen Ärei^; fo ift ber gfd^en» 
Inhalt beflTelben bie SMjfcrenj iibifcften ber fp^drifc^en £)ber» 
Pdd)e beö Ängefabfcbnittcd unb ber S5ofiö beffelben. 

3uf. 3. ©ie «Peripherie P bed 3?ebenfreifeö ABD (jl 
=2« Ac=2irsiur. ©ah«r 1(^5 
K 4rtsin*^-r 
P = 2^sinr 

©örnu^ i(l erfid)tli^, bog ber fphdrifche gfdd)eninhoff eined 
9?ebenfreifed Heiner olö ber Umfong beffelben ig; poronöge» 
fe^t ndmiieh; bog^ wie bied am noturfichgen ig, unter bem 
fpbdrifchen gldchenroumc eirted SRebenfreifeö Pon ben beiben 
Xheifen, in »eiche bie Äugelgdthe burch biefen Äreiö jerfdfff, 
ber Heinere perganben »irb, für »eichen bann ber fphdrifche 
J^olbmeger immer <-jn ig. 

3g r = |»r, fo ig tangjr = l; olfo K = P; b. h- hie 
halbe Äugelgdche bem Umfange eineö ^ouptfreifed gleich. 

3uf. 4» Scfchreibt man um M einen j»ei(en Ärei? 
A'B'D' (gig. 36.)^ beffen fphdr. gidchenraum mit K', befftn 
fphdr. Svabiuö mit r' bejeichnet fei, fo ig K'=27i(l— cosr'), 
mithin: 

K' — K = 2jr(cosr — cosr'); 

2)ie ©ifferenj K' — K ig ober bie jwifchen ben iporaffelfreifen 
ABD, A'B'D' enthaltene Äugeljone. 2öitb biefe mit z be- 
jeichnet/ fo ig bemnach: 

z ~ 2rr(cosr — cosr') = 4Tt(sin* r — sin’ r); 
= 4 sin J (r' 4- r) sin ] (r' — r). 

Uebrigend gelten biefe älu^brücfe uberhoupt für bie £)ifffren| 
)»eier i^reife Pon ben Siabien r, r', bie aifo nicht parallel 
)u fein brauchen. 

JDie ©ifferenj ber Äreiöebnen Pon ABD, A'B'D' ig; 

= 7r8in*r' — 7rsin*r = irfsin^r' — sin*r); 

= 71 sin (r' + r) sin (i' — r). 

ISirb biefe mit t bezeichnet, fo erhdit man: 
t = 4 n sin^ (r + r) sin * (r' — r) cos I (t + r) cos j (r' — r) ; 

13* 
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C cos i (r + r) cos ^ (r' — r) 
ffiad) 3uf- !• f“”“ A'M>|»r fein, o^ne bog bie Sormtl 
K'=27 tC 1 — cosr') flc^ dnbert. JDa^er ifl btr füc z atigt* 
gebene Slu^brucf gdltig^ bie Greifer burd) tcefcbe bie 3»ne 
begrdnjt toirb^ m6gen auf einer unb berfelben ^uge(^d(fte 
liegen f ober nicht 

3uf. 5. 3ff A"B"D" (gig. 36.) ber ©egenfrei« »on 
ABD, fo hat man nach borigem 3uf. für bie jwifchen ben* 
felben enthaltenen' 3»ne bie gormet: 

z = 2 jr-(cos MA — cos A*'). 

JDa hitf MA"=7 t — MA, aifo cos MA" = — cosMA 
ifl, fo erhdft man für bie itoifchen ©egenfreifen enthaltene 
3one ben 9iu«brucf: 

z = 4« cosr. 

Sa bet Slbflanb AA" ber ©egenfreife, ben man af« bie 
fphdrifche .^5h« ber 3<>nt betrachten fann, ba« Supplement 
»on 2r, alfo, wenn berfclbe mit h bezeichnet wirb, r = §}r 
— |h ifl, fo erhdlt man ben Inhalt ber 3o«t bie 
^6he berfelben au«gebrücft in ber gormel; 

z = 47rsiu|-h. 

§. 77. 

2ehrfa§. Sie Sifferenj bet fphdrifchen 
gldchenrdume zweier ipolarfteife ifl bet Siffe* 
renz ihrer Umfdnge gleich. 

©ewei«. ©« feien (Sig. 36.) ABD unb A'B'D' zwei 
3Jolorf reife, beren fphdr. Siobien MA, MA' burch r, r', 
unb beren gldchenrdume burch K, K' bezeichnet feien. 3la^ 
»origem §. ifl K=2jrCl — cosr); K'=2jr(l— cosr); »n« 
her K'— K=2jrCcosr— cosr'). Sa nutt r'=^jr — r ifl 
(g. ©. §. 66.), fo folgt: 

K. — K=2ir(cosr — sinr). 

bezeichnet man mit P, F bie gjeripherieen bet fpolarfreffe, 

fo ifl: P=;2jrsinr; P's=27rsinr'=2>rcosr j bähet« 
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F — P=2»r(cosr — rinr). 

J£)«rau# folgt bog K'— K = P'— P {(f. 

3uf. 2lu^ K=2n(i — cosr) tinb P'=2recosr folgt 
K + P' = 2« 

b. jDi« ©umme au^ bem fpHrifc^tn gidcben* 
raume eineäj^ugelfreife^ unb ber ^erip^erie fet« 
ne^ ?)oIarfrfifeö ifl ber Sugelfl dt^e gleich.' 

pa^er ig auc^ K'4’P=2 dt; worauf K+P'=K'+P 
unb K'— K=F— P ober K'— F=K-P fotgt. 

'3tnmet(. 2)tefe metfwötbige (Sigenfcbaft bec ^otaritdt gu: 
bet gc^ auc^ bei anbetn fpbdtifcben Autoen. 


§. 78. 

StufgaBe. 3Den gld^eninBaU eine# fpgdri« 
fcBen ©eftor^ auöjubtöden. 

SluflBfung. SKan jiege (Stg. 36.) »on bem SRtttel» 
punfte M btß SRebcnfreifc^ ABD jwet fpB^n'fcge SSabieu 
MA, MB. ©ec jtoifcgctt benfclben unb bem SRebenbogen 
AB entgaitene ©eftor fei mit S, berSBinfel AMB begelbeu 
mit a bejeicgnet. ©a gcg ber Sid^eningdit beä ©ettorä ju 
bem be^ iRebenfreife^ »ergdit wie ber SSinfel c ju bet 
©umme bon »iec SiecgteU/ fo ergdit man: 

^ unb hierauf S = 

K 2« 2« 

©egt man fdc K bie ®ertge 2er(l--cosr), 47rsin* |r, fo 

ergdit man bie Sörmein; 


S = «(l — cosr); S = 2asm**r. 

21g ber abfolute SEßertg beö SRebenbogenö AB, auf »clcgeni 

ber ©eftor gegt, =o, fo ig “ = 


©ubgituirt man biefen SBectg fir^ce in obiger gormel, 
fo ergdit man: 

2 asm® -Ir . . 

S = : — = atangjr 

smr 

worauf — = tanger foigt. SJergi. §. 76, 3wf* 3. 

,a 


Digitizad by Google 



198 


3uf. 1. 95efc^reiSt ition am M «W ?5ol bm 
frdä abd, bec in a, b i>on ben acridngerten Slabien MA, 
MB gttroffen ttirb, fo ergicbt' fic{> and Obigem föc bcn 
0eftoc aMb — bie J^difte bec ©pinbel MabM' — bet 
9Iu^bru(f : 

aMb = a = SBinfel aMb = 55ogcn ab. (95ergf. g. §.49.) 
SBirb bon bet bölben ©pinbel abM bec ©eftoc ABM ab« 
gesogen^ fo bieibt ba^ 93iere(f abAB übrig, ein burcbouö 
recbtttinflige^, bejfen ©runbfeite bec ^auptbogen ab (=a) 
i|t, »dbrenb aA alö bie fpbdrifcbe ^6be befelben betracbfet 
toecben fann. güc ben gtüchencaum beffelben finbet ftcb bec 
Siu^brüd : 

abAB =a — ot(l — cosr) = acosr; 

-< ober, wenn für a eine ©runbfeite ab gefegt tpirb; 
abAB = ab. cosr 

\ 

©a bie Jööbe aA=A«— r iü, fo erbdit man auch; 
abAB == «sinh = ab. sin aA. 

©egt man in biefen gormeln für « ben SBertb ober 

, tpo a = AB ijl , fo ergiebt ficb : 

abAB = — = acotgr = atangh. 
sin r o o 

3uf. 2. Sefcbreibt man um M ben ^araOeltrei^ A'B'D', 
bec pon ben Ouobronten aM, bM in A', B' gef^niften »irb, 
fo ift bec Slaum abA'ß' ein aSierecE wie oben abAB., 0a» 
ber i(l: 

abA^B' = a.sinaA''= a.sinh' 
wenn aA.' burcb h' bejcicbnet wirb. 

^iebf man abA'B' pon abAB ob, fo bleibt ba^ SSiereiJ 
A'B'AB , ba^ auch (outec rechte 2öinfel entbdit. gür ben 
gldcbencaum beffelben ergiebt ficb ber 2luöbrucf : 

AB A'B' = a sin h — a sin h' = a (sin n — sin h') 
= 2 a sin *- (h — h') cos (h 4- h') 

tPo (h — h') b, i. AA' bie J&6be be^ SBiececEe^ beftimmt. 
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©rucft man h, h' burc& ble fp?xir. Slobien r, r' bet 
lelfreife ABD, A'B'D' auö , fo erb^If man; 

A'B'AB = o(cosi* — cos r') =2 «sin 4 Cr" — r) sin f C*"+ r). 
»orauö ftc^ b« §. 76, 3“f* 4. f&t bie Äugcljone bcmcrfte 
Slu^brucf abfeiten ld§f, wenn man a=2n fe^t. 

3«f. 3. Stimmt man ben SJJebenbogen EF=AB unb 
jfe^f A'E, B'F, fo ijt baö SSierecf A'ß'EF = A'B'AB. 
Senn raon jlebe bie fpbdr. Siobien ME, MF. 3” 
JDretecfen MEA', MFB' (fl ME=MP, MA'=MB' unb 
Sßinfel A'ME=B'MF, weil fle auf gleichen Siebenbogen 
AE, BF (leben, ©orauö folgt, bag A'E=B'F unb SBin* 
fei EA'M=FB'M ijl. ?egt man nun baö SlfterbreiecE B'BF 
ouf A'AE, fo bag B ouf A, B' auf B fäüt, fo faßt bec 
S3ogen B'F auf A'E unb F auf E. Sie Sreiccfe becfen gcf> 
olfo/ mithin gnb bie gfdcbenrdume berfelbcn gfei^. ^icrauö 
folgt ober, bag A'B'EF=: A'B'AB ifl. Sa()cr ift auch; 
A'ß'EF = a(cosi* — cosr'3= 2csin • (r'-f-r) sin I (r' — r); 
t»o a ben relatioen SÖSertb bcr paroßclcn unb dbnlid)en Sie« 
bcnbogen A'ß', EF; r', r bie jugcbörigen fpbdrifcben Sia« 
bien onbeuten. 25urcb (r — r) tpüb bie .^obe bc^ SSierecfcö 
auögcbrücft. • 

3uf. 4. 3fuf bet anbern ©eite beö .^auptfreife^ abd 
fei A"B"D" ein iparoßeffreiö ju ABD, bcr in A", ß" oon 
ben ijolbfrcifen MAM', MBM' gcfdjnitfcn loirb. gut ben 
gldd)enraum bc^ SSicrecEe^ A"B"Aß bat mon nach 3uf- 2. 
bie gormcl: 

A"ß" AB = a (coa M A — cos M A") 

= a(cosMA + cosM'A"); 

ober, wenn MA »iebet mit r, MA" mit r' bc 3 eicbnct wirb, 
A"B"AB = a(cosr4-cosi'); 

= 2 « cos r (r -f- r') cos I (r — - r') ; 

Die fpbdrifeb« ^öbe biefeö SSicrccfcö ifl AA". 55cjeicbnet 
nion fie mit h, fo ifl r+r' = jr— lij habet folgt autl 
porflebenber gormel: 

A"B"A B = a sin > h , cos ] (r — r' ), 
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man nac^ ben €nbpunfren E, F be^ IRebenbegend EF, 
bec = AB genommen mürbe, b(e S3ogen A"E, A"F, fo ijl 
. baö SJierecf A"ß"EF = A"B"ABj xoai au^ bem in Juf. 3. 
geflirrten Semeife errefft. 3)enn bie bort gemocTten 6cTliiflre 
bleiben biefelben, menn man A', B' gegen A" , B" ber» 
taufcbt. SDabcr gelten bie für ben gldcbenroum A"ß"AB 
angegebenen gormeln auch fit baö fcbiefe Siered A"B"EF. 

3uf. 5. ©inb ABD, A"ß"D" ©egenfreife, fo i(l 
r's=r unb ber SRebenbogen A"B"==Aß=EF. 

©aö SSierect A"ß"EF ifi bann ein fpbdrifcbe^ SIfterpa» 
rallelogramm , beffen ©runbfeiten A"ß" unb EF SRebenbo« 
gen ftnb, SEBirb bet gldcbeninbalt befielben mit iP'bejeicfj» 
net, fo etbdit man au^ bet gotrael A"B"AB = A"B"EF 
K=a(co3r4- cosr') (3uf, 4) füc ip ben 3luöbtucf : 

SP = 2acoar, obet menn man r butcb bie fpb^r. 
^6re be^ 3Jara0eIogramme^ anöbtörft/ 

5P = 2pf sin^h. 

SeieicTnet man ben abfoluten SBettb beö ÜJebenbogenI A"ß^ 
miebet mit a, fo i(f a — ~ mitbin: 

sm r cos h 
IP = 2atang|h. 

3uf. 6. ©utcb bie ©iagonale A"F mltb A"F'EF 
I boibitt, ©enn {iebt man bie (fpbdt.) ©ebnen bet gleichen 
SRebenbogen A"B", EF, melcbe in beibcn Äteifen gleiche 
©egmente s, s abfchneiben, fo erbdlt man baö (eigentliche) 
fpbdrifche ^Jatattelograram A"ß"EF, baß burch A"F bol* 
birt mitb. SRimmt man nun bon ben gleichen ©teiecfen 
-A"ß"F, EFA" bie gleichen ©egmente s, s' meg, fo bleiben 
bie gleichen Slftetbteiecte A"ß"F, EFA". SSejeichnet man 
beten gldchentdurae burch S, fo ifl X = ^5P, baber; 

X = osin*h unb X = atangih. 
gör ein anbcreö aifterbreiedf V bon berfelben $6be h , bef- 
fen ©runbfeite a' i|i, bot man bemnacb X' ==: o'tangjh. 

^ierau^ folgt: 
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Solche SIfterbrelecft »oit gWe&et »t>« iwifc^en 
glfi<^cn ©egenfreifm öer&alteit M olfo tuie bie SJebenbogen, 
auf bencn fic 

^a(feI6e gilt &on ben 3iftert>araDeIogtamm(n be^ borü 
gen 

3uf. 7. Sebeutef a bi« bon A" na(^ B" gejogene 
fpbdr. 6ebne, auf »elc^ec alö ©runbfeife bab fp^dr. ©reiecf 
A"B"F (iebtf beffen gldcbenraum =T fei, fo i(l nac^ §.62. 

sin T = lang * a tang| h. 

SZacb »origem 3uf. ijl X=5 0 .tang^h. 
iDaraub foigt : 

sin^T tangfa 

Z ~ a ’ 

2lub ben gormeln: tang f T = lang | a sin * h (§. 620 

unb ' % = Ö sin h (3uf. 60 

«rbdlt man bie merfmörbige Proportion; 

tang^T _ tang ja ^ 

X « 

3uf. 8. SJJimrat man »on bero fb^drifc^en Srapej 
ABCD CSig. 330 bie fp^dr. Segmente, »elcfte |t»ifcben ben 
©eiten AB, CD unb ben gleichnamigen 3?ebenbogen enthal- 
ten finb, toeg; fo behdlt man bab swifchen ben paratlelett 
Kebenbogen AB, CD enthaltene 2lftertropej, bag hier Durch 
ABCD angebeutet »erben foll. 2)urch bie diagonale AD 
»irb baffelbe in bie Slfterbreiecfe ABD, ACD jerlegt, bie 
mit bem Xrapeje gleite ^bhe h haben unb bereu ©runbfei- 
ten bie UJebenbogen AB, CD — refp. bur^ a', a" be* 
jeichnet feien. »Die relatiben SBerth« »on a', a", ndmlich bie 

0uotienten -A-, ober bie 3entri»infel »on a', a", 

sinr ainr 

feien bur(h “ » <*" bejeiihnet. SRach 3uf. 6* ip nun: , . 

ABD = a'tang|h; ACD = a"tang|h. 

•Daher i(l ABCD = (a' + a') lang | h. 

gerner i|l ABD==asinfh; ACD = o"sin|-h} 

folglich ; ABCD = (« + «") «o i h. 
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SJac^ §. 70. i|l bet SÖogen FG, ber bie ©tften AC, BD 
bfö irapfieö ^albirt, —i (“ •+■«")> ba^er er&dlf man au^ 
b(c jtpetten gocmd ben Slu^bruct: 

ABCD = 2FG.8inJh. 

SIu^ biefen gomeln er^iebt fid^ t 

bag 'fotcl^e jmifc^en ©egenftclfen. liegenbe 
iStftertrapeje bon g(ei(^er ^6(>e fic(> »erhalten 
tpi'e bie ©ummen ber SJebenboden^ jtpifc^en be* 
nen fie ent|>a(ten finb. 

(Com 0e^)nenftteie(fe, 

§. 71. 

Slufgabe. ©ie ©intet be# ju einem fpMci« 
fcben ©reiecfe gehörigen ©e^nenbceiecte# gu 
f in ben. 

Stuf 15 fang. Um ba# fpbdrifcb« ©reiecf ABC gig. 37. 
Befcbreibe man einen ^ret#/ beffen ©bne burcb bie ©bnen bec 
©eiten be# fpbdr. ©reiccfe# in ben graben Linien AB, AC, 
BC, ben ©ebnen ber gleichnamigen 95ogen, gefchnitten »irb, 
tpel^e ©ebnen ba# grablinige ©reiect ABC bilben, beffen 
©intet gefunben werben folten. SOJan jiebe burcb ben fpot 
M be# Siebentreife# bie fpbdrifcben ©urcbmeffer BB', CG', 
beren €bnen, fentrecbf jtebenb auf ber Ärei#ebne ABC, mit 
biefer bie grablinigen ©urcbfcbniftc BB', CC' geben, welche 
fi^ im SKitfelpunfte m ber Ärei#ebne fchneiben, atfo ©urch- 
meffer berfelben finb. ©er 3«nfriwintet BmC, ouf beffen 
©chenfetn Bm, Cm ber Xbeil Mm ber 2lchfe be# Siebenfrei» 
fe# fentrecht fiebt; ifi ber Sieigung#wintel ber Ätei#ebnen 
BMB', CMG, alfo bcm fpbdrifcben ©intet BMC gleich. 
tSejeichnen wir alfo bie ©intel be# ©ebnenbreiecte# an ben 
©cten A, B, C ber Sieibe nach mit 21, 95, (5, fo ifi bcc 
fPeripberiewinfel 2l=iBmC, olfo auch 21= j BMC. gdflt 
man nun in bem gteichfchcnfligen fpbdrifcben ©rciecfe BMC 
ba# iperpenbitet MD, fo wirb ber ©intel an M balbirt uub 
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ti ifl 21 = BMD. 3n 5em «(^«»tnfngtn JDrei’ecfe BDM 
l|l nun BD=|BC=|a; ber SBinfelMBD i(l=f(C+B— A)} 
MD ifl boö Komplement beö SReigung^minlel^.C«') bec €bne 
be^ ©e^nenbreie^e^ gegen bie €bne bed ^ogen^ BC, ober 
bec ©eite a (g. ©. §. 45.)- er^dlt bemnoc^ anö bie» 

fern ©reiede ©leicfeungen itt>ifc!)en 21 unb a, (C+B — A}, 
V unb bem fp&dr. 3iabiu0 r beö uragdc^tie5enen Kceifeö} 
ndmlic^ : 

1 ) cos BMD = cos BD . sin MBD , 

obec cos2l = cos|asin|(C4-B--A); 

. cos MBD 

2 ) 


obec 


sin BMD 
sin 21 


Ober 


3) tangBMD = - 

tang^a 


cos MD 

cos -J (C 4" B — A) _ 
/ ^ > 
smv 

tanpBD 


4) 


lang 21 


sin 21 == 


cosv 

sin^a 


sinr 

5 ) cos 21 *= cotgu cotgrj 

6 ) cotg 2 l = cos r lang 5 (C 4- B — A). 

6e6t man in (1.) föc sin^(C 4 -B— A) ben SBect^ ' 
sin X c sin I b 4- cos c cos | b cos A ^ 20 j 

cos J a 

fo ec^dlt man: 

7) cos2t = cos Acos Jbcos^c4"sin Jbsinfc. 
^iecauS i|l ecftclitlic^, bag, unb untec »elc^ec ^ebingung, 
21 fleinec, eben fo gcog obec gcogec alö A fein fonn. ©egt 
man in (1.) fdc sinj(C 4 -B — A) ben SEBectb 

sin»|c4-sin» jb + cos^ Ja — 1 - 2 Q.) 

4 sin Jcsin J b cos Ja • t • ^ 

fo ecbdit man bucc^ bie ©eiten au^gebcudt: 


8 ) 

\ 


cos 21 : 


1* J c4-sin^ J b 


sin- f 

’ 2sinJbsmJ 


•sin“ 


i*Ja 


Je 
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@u6ßi(u(rt man in 97o. 4. für sior ben ^u^brncf 
2.int.ri„}b.i„ic „, 59 , 3 ^. 3 j 
9 

fo er&ait man ebenfaa« burc^ bit 6tl(en au^gebtötff; 

9) "°a = ö.;...Ü:.-.7 - 


®lefe «nb bie eor&trgt^enbe gcrrael finb bie btfonnfen gor. 
mein btr ebnen Xrigonomefrie, ba bie ©eiten be^ ©e^nen. 
breiecfeg tefp. 2sin|a, 2sln|b^ 2sinfc jinb. ©egt man 
in (1.) für cos Ja ben §. 29, (1.) aufgefleaten ®ert^, fo 
er^ülf man but4> bie SBinfel beö fp^rifc^en ©teierfeö ou^ 
gebrücftt 

10) cos2(= 

3uf. 1. SIuÖ cotg2l = cosr.tang*(C4-B — A); 
unb cotg^ = cos r . lang -* (C + A — B); 
cotgg =5 cosr.tang|(A+B — C)j 
folgt tang2I:tangS5:tang€ = cotg * (C +B— A): 

cotg^(C+A— B):cotg|(A + B— C)} 
3uf. 2. Um unter ben fpbür. HJeripbecieminfeln, »eicbe 
auf bem 95ogen BC (le^ien, benjenigen ju fJnben, ber bem 
©e^nenminftl 21 gleich i|l; fonfiruire man jmei ©egenfreife, 
ben einen burch B unb C, ben onbern burch ben 5D?ittefpunft 
M. 2c§terer fchneibet ben IRebenfreig ABC in Jtoei ipunften 
A unb A' (gig. 39.). 3iebt man nach einem »on biefen, 
ettta A, bie ISogen BA, CA; fo ifl ber SBinfel BAC=2I. 
IDenn in bem ©reiecfe ABC iff bie SBinfelfumme A+B+C 
=i2A + U, wenn bun^ U bie ©umme ber SBinlel MBC, 
MCB bejeichnet wirb. 3n bem IDreiecfe BMC ifl bie 9Bin« 
felfumme = BMC + U = 2 21 +• U. 2)a nun bie ©reiecfe 
ABC, MBC iwifchen einerlei ©egenfreifen liegen, fo finb 
bie gldchenrdume, alfo auch bie SBinfelfumraen beiber gleich. 
2lug 2A + U = 22i + U folgt nun: A = 2i. ©benfo ifl 
BA'C = 21. 

2)a bie fphor. ^eripheriewinfel auf einer unb berfelben 


«nj/C-f-B-AY cosKA4-B-C)cosj(A+C-B) 

sin U sin C * 
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I 

@e 5 ne b(f!o fleintr werbtttf |e fc^iefer f!e auf ber 6 t^ne 
fielen: fo ^aben biejtnigen, toeld^e sr 6 §eir a(^ 3( ftnb> (bce 
0cb<ite( auf bem ^ogeR ADA'; bicjenlgen »etc^e fUiner 
olä 31 finb, inncrbalb AC unb A'B. 

£)ec fpMr. ^eripbccietvtnfel in bem Heinern 316f(bnitte 
BEC i|l immer gtöger, alö ber ©e^nenminfel bejfelben 3tb» 
fcbnitte^. ©cnn wirb legterer mit € bejeic^nef; fo ijl €+3t 
s= 5 t; aber E 4 -A>w; aifo/ ba A = 3(; muß E>g fein. 

2lf{ BC ein £)urcf}mefrerf fo faßen bie burcb B, C unb 
burcb M befcbriebenen ©egenfreife in einen J^auptfrei^ ju< 
fammen; ber ©ogen AC perfcbwinbet unb fdOt in bie £an« 
sente im ©nbpunftc beä S^urcbmeffer^. SDer ißeripberietpinfel 
BAC ift bann ber Beinße auf bem ^urcbraefTer/ ber ein 
Stecbter, a(fo d(eic^ bem ©e^nemoinfel be 0 ^albfreifeä ifl 
( 9 . ®. §. 75, 3uf. 8 .). 


§. 60 . 

Slufgabe. £)ie tSinfel beä ju einem gegebe« 
nen fpb^rifc^en ^reiecfe ge^brigen ©ebnen« 
breiede^ burcb ^ogen auf ber ^ugelfldebe bar« 
2 u(lel(en. 

Sluflbfung. (£i fei baö fpbdrif^e JDreied ABC 
(gig. 37.) gegeben. Um ben SEBinfel Si be« jugebfirigen ©eb« 
nenbreiecfed auf bie Perlangte SSeife barjufleßen, Perldngere 
man bie ©eiten AB , AC bi^ }u ihrem {tpeiten £)urcbfcbnitte 
in A'; balbire bie Söerldngerungen BA', CA' in E, F; fo 
ifi ber 95ogen EF = Si. 

©ernei^ 1. 3n bem Sreiede A'EF iß: 
cos EP’ = cos A' . sin EA' . sin FA' + cos E A' . cos FA'; 
2)a nun BA', CA', bie ©upplemente ton BA, CA ober 
c, b ßnb; fo iß EA'=i7r— |cj FA'=|ii-- |b; olfo 
cosEF=cos A'cosfbcos^c 4-sin^bsin|c. 3?acb Pori« 
gern §. iß aber auch cos3i bemfetben 31u^brude gleich; aifo 
iß EF = 3i. 

©emeiä 2. IDer um bäö £)reied ABC befcbriebene 
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ÄreW ifl «intr bet ©egenfreife, jaifc^en bmm ba« 0?ebtn» 
brtücf A'BC in SRücfficbt btr ©runbftite BC liegt. 92ac^ 
§. 63, 3uf. 1. i|l nun btt SBogen EF, ber bie gKitttfpunfte 
bfr ©fltm BA', CA' »trbinbet, ble ^älftt be^ Sentriwin» 
ftW BMC , bec auf btr ©runbfeite BC ,• unb , wie im 
»prigtn §. erwiefm, »urbe , ifl btr ©ebnenminfti 21 ebcnfaM 
bie ^Slfu beffelben 3<ntriwinfetö. £>arauä folgt, ba§ 
EF = 21. 

3uf. ffioffenbef rann bie ^aupffreife, beren Sogen ba« 
2>reie(f ABC bilben, fo ertfält mon CS'3- 40.) bie Sieben» 
breiecfe beffelben, ABC', ACB', BCA' nnb bie ©egenbreiciJe 
biefer t>ier. Äonffruirf mon nun um ben SKittelpunft M be^ 
um ABC befcbricbcnen Äreife^ ben ^ouptfreiö EFGE'F'G', 
fo b<»Ibirt biefer nach §• Ö2. bie ©eiten BA', CA'; AB', 
CB'; AC', BC. 2)ober finb bie Sogen EF, GE', F'G' 
ber SKeibe nach ben SBinfeln 21, S, S be^ ©ebnenbreiecfe^ 
von ABC gleich. 

§• 81 . 

2 Iufgobe. Sie Steigung ber ©bnen beö ©eb» 
ntnbreierfed gegen bie €bnen ber ©eiten beö 
fpbitrifcbtn £)reiecfe^ burcb gormeln ju be« 
(lim men. 

21 u f 1 6 fnn g. ©er SJeigung^minfet be4 ©ebnenbreiecfeö 
gegen bie €bnen ber ©eite BC ober a (gig. 37.) ifl bem 
jtomplemente be^ ^^erpenbifel^ MD, baä uom ^ittclpunfte 
beö umgefcbriebenen Äreife^ ouf a gefüllt »irb, gleich (S- 6 » 
§. 45.). Sejeicbnet man aifo biefen aBinfel mit v, fo erbülf 
man auä bem recbtminlligen ©reiecfe MDB, in tvelcbem 
MD = ijr— i;'; BD = |a; BM = rj DBM = KC+B— A); 
BMD = 21 ifl, folgenbe ©leicbungen jtpifcbt« «nb je 
jtoei ber genannten ©rbßen: 

1) cotg^w' = sinf a.tang|(C + B — A)} 

^ 2 ) cotgfü' = cos2I.tangr; 
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i. 82 . 

2Iufga6c. £)en ber Sbneit 

jwei^r ipolac * ©eMcnbreiecfe ju berechnen. 

Sluflöfung. fd (S>3- 38.) M ber (fpb^r.) SOIif* 
telpunft beö urit baö Drciecf ABC befcbricbencn unb m bec 
SKittelpunJt be^ e in gefcbriebenen Äreifc^; fo ifi Mm baä 
©uppiemenf be^ gefuchten ineigung^winfcfö, tnfofern al3 
foicber berjenlge genommen wirb/ t»clcf>er jwifcbcn ben bent 
SBittelpunfte bec Äugel jugefebrten (ober <mcb obgefebrten) 
©eiten ber Sreiöebnen entgolten ijt (g. ©. §. 46 ). 

Um Mm ober beffen ©upplement ju bejiimmen^ fdtle 
ninn Pon M unb m ouf BC bie ^Jfrptnbifel MD, md, 
welcbe über M unb m Perlclngerf in bem «pole P ber ©eite 
BC ficb fcbneiben unb Pon benen jeneö bie ©eite BC in D 
balbirt, baö anbere ober im S5erübrungöpunfte d beä einge- 
fcbriebenen Äreifeö trifft. iff bober md ber fpbür. .^olb- 
meffec p beö eingefcbriebenen Ärcifeö; MD boö Komplement 
beö SReigung^wintelö v beö ©ebnenbreieefe^ unb bec €bnc' 
pon BC. 3n bem ©reiede PMm iff nun: 
cos Mm = cos MPm . sin MP . sin mP + cos MP . cos mP ; 
bober, wenn man für ben ®infcIMPm ben gleichen S5ogcn 
Dd nimmt/ v für MP, (•) föc mP fegt unb ben ge- 
fuchten SReigung^winfel mit V bejel^net, 

— ebsV = cos Dd. sin w' cos ß + cos w sing. 

25a BC in D balbirt ifi, fo iff: 

Dd = 1BC— dC = |a — i(a4-b— c); (§. 60.) 

= f (c — b) ; 

— cosV = cosf(c — b)sinu'cosg4’Coai;' sing; (1.) 

COS r 

Sffach Porigem §. iff sino' = — ; unb 

cosu' =: sinrsin|(C4-B — A) ; ' 

. (sin^ 1 c sin* f b + c os* | a — 1) ^ 

2sin Jcsin-^bcos Ja) * 

SDieö in (1.) eingefegt giebt: 
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•r cos 4 Cc — b) cos r cos p 
—cos V = ~ 

cosf a 


Csin^ * c 4 - «in.* I b + co s« j- a — i) . 

2sin^csin i^bcos j-a siursinpj 


Scrner i|! : cos r cos p 


smrsinp 


tang r taug ^ 

sinr 8ingsin|(a + b + cj _ r« 

2sin|asin4^bsin^c ’ 

/cos f (c — b) sin |(a + b+'c) 

ba^er — cos V = I ^j-T- 

^ \ sin i a 

= |cosi(c — b)sini(a + b + c) 

+ sin4a(siii*^c+sin®4b+cos*ia-l) l » • ■ . 

’ ' ’ j2sm4asio4bsin4ccos4a 

= |cos 4 (c-=-b)sin 4 -(a+b 4 -c) 
tsinWco,-i.--;o.Ke-b)co4fc+b))|j-^j^j^ 

{sin 4 (a+b+c)— sin 4 acos 4 Cc+b)}cos|(c— b)+sin 4 acos*| a 

2 sin 4 a sin 4 b sin 4 c cos 4 a 

I .sinrsin(); 

cos 4 (c — b) sin 4 Cc+b) cos 4 a + sin 4 a cos* 4 a 
2 sin 4 a sin 4 b sin 4 c cos 4 a 
cos 4 (c — b) sin 4 Cc + b) + sin 4 a cos J- a , 


.smrsiu^; 


2 sin 4 a sin 4 b sin 4 c 


-.8mr8in(>) 


4fsm c 4 - sin b) 4 - 4sina . 

: V. ■ ■ ^ r ~^. — ; . sin r sin p ; 

2 sin 4 a sni 4 b siii 4 c 


sin a +"sin b + sin c 


.sinrsinp; (2.) 


4 sin 4 a sin 4 b sin 4 c 

^ 2 sin * a sin 4 b sin 4 c 

S(U0 taug r tang p = 


cr^dU man: 


sin4(a + b + c) 


sin r sin p 


cos r cos p 


2sin4a8in4bsin4c sin4(a4- b + c) ’ 

ir. 14 
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J)it^ «n (2.) fubltftuirt gieSt; 

sina 4- sinb + sinc , . z-o ^ 

' 2sinM.+ b + cy “'’”°‘^‘ 

3)<rt»ec&felt man baö ©reiecf ABC mit feinem «polarbteiecfe, 
mß in Slücffidjt auf V gicicftgültig ifl; fo er^dlt man, in- 
bem für r, ß beren Komplemente einfreten; . 

sin A + sInB + sinC ... 

_,V = ~r: :=.cosrcoso; (4.) 

4cos-rAcos4l^ cos^C 

sin A 4- sin B 4- sin C . . . /■e \ 

sin A 4" sin B 4-srnC . . 

— rn — .sinrsinp, 

2sm4T 

Um V unab^dngig »on r unb q au^jübrücten, fünnen bie 
für sinr, cosr, sinp, cosp auö §. 59. unb §. 60. befann» 
fen SBerfbe in obigen gormeln eingefe§t »erben. Sluö C2.) 
erbdlt man bann: 

sin a 4- sin b 4" sin c G _ ^ 

_cosV ^ • 0 » 


sin A + sinB 4-sinC g . 

aul ( 4 .) — cos V = 20 * g > (' •) 
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A. S)iffctcnjiaIformeln füt fpfjitifcfjc 
' S)teic(fe. 

§. 83 ; 

©a Jur 55eflimnjun9 ti’ned fp^^n'fc^en ©«(tdfe^ br« ©förfe 
erforbtrlic^ finb, fo ifi ieber SBinfcI unb jebe ©eite beffelbett 
eine gunftion breter ton' etnanber unab^clnsiser @c6§en unb 
(d§t ftcb baber bie SScednberund ; tuelcbe jene erleiben^ 
tvenn biefe t>ersr6§er( ober berfieinert werben; nach bemfelben 
@efege beflimnten; nach weicbem bie iDifferenj einer t>on meb« 
reren terdnberlicben @r6§en obbdnsigen gunftion bureb bie 
jöifferenjen ber festeren ouggebrüeft wirb. 2)ie Sluffucbung 
ber äSerbciitnifte; in welchen biefe abbändigen unb unabbdn« 
gigea 95erdnberungen in fpbdrifeben ©reierfen ju einanbet 
(leben unb bie ^eilintmung beä ^infTuffe^ ber Sage unb bet 
®r6§e babei i(l nicht nur an jlcb »on Sntereffe, fonbern auch 
bei Slnwenbungen ber fpbdr. ©rigonoraeteie auf ajlronomifcbe 
unb geobdfifebe SReffungen — jur SBeurtbeiluiig ber ©ebdrfe 
ber bureb dRcffung unb SReebnung erhaltenen Diefuitate; }uc 
Äorreftion Pon Seblern, |ur Söefiimraung berjenigen ©tücfe 
unb Sagen; welche bei ber SReffung bie geringflen Sebfer Per« 
anlaffeu; jur 3nterpoIation u. f. w. — wichtig unb notb* 
Wenbig. 

SBefanntlicb Idft (ich bie ©ifferenj JA; um Weiche eine 
Pon ben Perdnbcriichen @rb§en a, h, c abbdngige gunftion A 
\ 14 * 


Di. i . j bv Güü_.j[e 



ttad)(f, »enn tiefe refp. um bte ©iffercujen Jh, Je, 
juue^men, nac^ «pofenjen tiefer ©ifferenien fo auötrücfen; 
.. , dA • , dA 
J A = ■ 57 -^»+ +3^“'” 


^ da« ’i.2 ^ 


Hh 


(3a 


'Sladf tiefer Süei^e lügt f»c^ |. 95 . au« ter ©leic^ung cosA= 
cosa — coshcosj te« SBinfef« A turc^ tie 

sinn sine 

©ifferenjen ter ©eiten a, b, c au«bröcFcn, ta }ur 95e(lim« 
rcung ter ^ocffijientcn tfr ©iffcrcnjenrei^e nur ein »icbcr()oI» 
te« ©ifferenjüren jener ©iciebung notbig ig. SBoOte man 
integ auch nur tie ©lieber ber brei erflen ©rabc biefer Sieibe 
»oDjlünbig entmicfeln, fo würben bie gormeln febon weitlüu» 
ftg werben unb, tie ©ifferenjen jebe« SBinfel« unb jeber ^ 
©eite ou« ben ©ifferenjen je breier ©turfe ju finben, würbe 
eine tebeufenbe SWenge foicber gormefn notbig machen, ©el» 
ten ater möchte »on benfelten ein uortbeilbafter ©etraueb 
ju machen fein, ©efio bünfiger ater werben bie ©lieber be« 
erflen ©rate« mit SRugen getrauebt. SBir tefebrünfen un« 
taber hier ouf tie SBeflimraung ber ©ifftrenjialfoeffijienten 
te« erflen ©rabe« um fo mehr, al« eine weitere SMnwenbung 
ter ©ifferenjialrecbnung ouf tie fpbürifcbe ©eometrie nicht 
bieber gebürt. t 


§. 84. 

Slufgate. 91u« ben © ifferenjialen je breier 
©fücfe eine« fpbarifdjen ©reieefe« ba« ©iffe* 
tenjial jebe« ter übrigen ©tücfe ju finben. 

Sluflöfung. Uro ton ben ©ifferenjialen ter ©eiten 
unt CQ3infel: 

^ da, db, de, dA, dß, dC 

jebe« bureb brei ber übrigen au«jubrücfen, werben ©leiebun* 
gen jwifd)fn je 0 i e r biefer ©lemenfe erforbert unb jwar 15 
©leiebungen, ba 15 SSertinbungen ju Pieren au« ben ge* 
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nönnfcn 6 Sfemenfen raögfic^j ftnt>. 2Iuö t>em §. 11. onge* 
führten ©runbe inbe# raüffen f»c^ auc^ biefe 15 ©leicfiungen 
auf »ier »efentlic^ »etfc()icbcnc tcbujiren, fo bag nur fiic 
bie Üuaterntonen : 

I) da^ db, de, dA; 

, II) da, db, dA , dB; 

III) da, db, dA, dC; 

IV) da,dA,dß, dC; 

©letc^ungen ju finben finb, auö benen |»cf> bie übrigen bureb 
*8ertaufd)ung ber 6eiten unb ®infcl ergeben* Um biefe 
©leidjungen barjufieDen braucht man nur bie für bie Öuarer* 
nionen a, hj c, A; — a, b, A, B; — a, b, A, C; — 
a, A, B, C; — borbanbenen hier .^auptgleicbungcn nach 
aOen in benfelbcn entbaltcncn ©r6§cn $u bifferenjiirenj »or» 
auö fiel) fcblicgen Wgt, ba§ »on ben baburd) erbalfenen t>ier 
.^aupt»öiffereniialgleicbungen nicht nur , bie »ierte ftef) mit» 
telfl beö «Polatbreicrfcd auf bie erfie rebujiren Idgf, fonbern 
baf auch bie jweite unb britte auf ber erfien beruhen mu§; 
fo bag biefe alö gunbaraentalgicichung ju betrachten ifl unb 
überhaupt nur brei »on einanber unabhängige aDgemeine 
©leichungen für bie Siffereniiale ber ©eiten unb SBinfel 
borhanben finb. 

I) gür bie ©lemente a, b, c, A i|i nun bie ©leü 
^ung : 

cosa — cosb cos c — sin b sine cos A = 0 
bijfereniiirt man biefe, fo erhalt man: 

— sin a . da + sin b cos c . db + cos b sin c . de 

— cosb sin c cos A . db — sin b cos c cos A . de 

+ sin b sin c sin A . dA = 0 ; 

georbnet : 

— sin a . da + (sin b cos c — cos b sin c cos A) db 

-|-(cosbsinc — sin b cos c cos A) de • 

-f- sin b sin c sin A . d A = 0 ; 

Die Äoefftjienten ju db, de erhült man nach §. 24., A.6, 
A.5/ einfacher. Denn eö ijl bort; 
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' sin b cos c — cos b sine cos A = sinacosC; 

cos b sin c — «■ sin b cos p cos A = sin a cos B ; 

9)?an aifo: 

T— sina.da-|-sinacos C.db 4* sinacosB.de 
4-sinb sine sin A.dA =0; 

JDiöibirt roan ro*t «oa unb fegt föc 

* ■ » gjn ß gJQJJ r 

fo erdiebf flc^ bte gunbamentalslei^uns : 

— da4- cosC.db4-cosB.dc-(-sinbsinC.dA=0; 
U) güc bie Üuattrnion a, b, A, B j|{ bie ®Uic()und: 

sin a sin A ^ 

sinb sinB ’ 

Slinrnt man, um bcqutmec ju biffereuitictUf Sodarit^meUf 

f® ‘l*‘ 

log sin a — log sin b = log sin A — log sin B ; 
linb man er^dlt fosld^: 

cotga.da — cotgb.db = cotgA.dA — cotgB.dB ; 

ni) JDie ©leitftung fde a, b, A, C i(lt 

cotgasinb — cotgAsinC— -cpsbcosC = Q} 

£)if(ren]itrun 9 er^dlt man $ 

^ j t . t . sin C - , 

• . da 4- cotg a cos b . db 4* r-r . d A 


sin * a 


sin*A* 


cotgAcosC.de 4" sinbcosC.db + cosbsinC.dC =: 0; 
georbnett 


sin b 
sin*a 


. da 4- (cotg a cos b + sin h cos C) db 


sinC 


sin* 


. dA + (cosb sin C — cotg A cos C) dC = 0 » 
SRac^ §. 25., C.5, ifl nun; 

colgacosb 4-sinbcosC = 

sm A 

• sine. c otg c cosc 

sina sina * 

tinb nac^ §. 25., D.3 ifl; 

cos b sin C — cotg A cos C = 

sip a ■ 
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s inBcotgB 
sin A 


cos 


B 


sin A 

JDiefe SBcrt^e für Me Äoefpjienten ju db unb dC fubpUuirt: 

smb 


am u . , 

sm* a 


£^,db + 4^.dA 

sma 


sin A 

Ober, um gleiche SRennec ju erhalten; 

sipB 


sin* A 

4. £^.dC = 0; 


sin a sin A 


, , cos c sin A ,, 

da + r-.db 


sin c 


sina sm A 


sin a sin A 


.dA 


sin a cosB 


|.ac = o, 


Sin a sin . 

hoher enblich bie brifte ^aupt»©ifferenj(olgleichung; 

sinB . da + ® 4 "®i>^c.dA 

-}- ®ic^ ^ *^^® ® ^ 0 > 

Einfacher ergiebt pch biefe ©leichung ouö (I.) burch ®limb 
notion. JDenn für bie Öuoternionen da, db, de, dA unb 
da, db, de, dC hat man bort bie ©leichungen; 

da cosC , db -j- cosB . de + sinbsin C. dA ~0 j ((*) 

^ de + cos A . db + cos B . da + sin b sin A . dC = 0 ; ((?) 

6 {§f man ben auö (/?) für de pch ergebenben SBerth in («) 

ein, fo erhält man georbnet: 

j cos* ß) da + (cos C + cos A cos B) db 

+ sine sin B.dA + sinasinBcosB.dC = 0 ; 
Sinn ip: cosC + cos A cosB = cos c sin A sin B; (§. 15 .) ülfo; 

gjn* B . da + cos csin AsinB . db-{- sine sin B .dA 

+ sinasinBcosB.dC= 0 » 

toorauö nach SDibipon mit sinB bie obige ©leichung folgt. 
IV) ®ie ©lei^ung uon (I ) auf baö SReben-SPolarbreicd 

( « ^ 

JaBC| bejogen giebtt 

^ ^ t_dA 4 -eosc.dB + cosb.dC+sinBshic.da= 0 ; 
b. i. —dA— cosc.dB — co 3 b.dC + siiiB.sInc.da = 0 ; 

Ober d A 4 - cos c . dB 4 - cos b . dC — sin B sin c . da = 0 } 
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9Juö bfefm »1« J&auptglci^unse« et^äU man ^urc^ f8et- 
taufdfung fit bie auö ben €leraenfm da, db, de, dA, 
^ dB, dC ra6glicf)en 15 0uatfrnionm fofgenbe 15 ©(eic^un* 
gen jur 26fung ebigte Aufgabe: 

1) — da + cos C . db 4- cos B . de + sinb sinC , d A =0 ; ) 

2) — db + cosC.da4-cosA.dc4-sinasinC.dB=0;> (I,) 

3) — de 4* cos B , da 4* cos A . db 4* sina sinB . dC = 0 » ) 

4) colga.da— co»gb.db=cotgA.dA— colgB.dBjl 

5) cotg a . da — cotg c . de = cotg A . d A ~ cotgC . dC ; > (II.) 

6) cotg b . db — cotg c . de = cotgB . dB — cotgC . dC ; j 

7) — sinB.da + coscsinA.db 4- sinc.dAl 

4- sinacosB.dC = 0} J 

8) — sinC.da 4” cosbsinA.de 4“ sinb.dAI 

4- sinacosC.dB = 0; I 

9) — sinA.db 4- coscsinB.da 4- sine. dB! 

4* sinbcosA.dC = 0> \ 

10} “sinC.db 4” cosa sinB.de 4" sina. dB 
4- sinbcosC.dA = 0; 

11} — sinA.de 4- cosbsinC.da 4- sinb.dC 
4- sinccqsA,dB = Oj 
1^^ “ sinB.de 4“ cosa sin C.db 4* sina.dC 
4- sinccosB.dA = 0; / 

13} dA4-cosc.dB4-cosb.dC— sinbsinC.da=0;) 

14} dB -{- cosc. dA4-cosa. dC — sin asinC. db=0{ >(I V.} 
15} dC cos b . d A cos a . dß — sin asinB . de = 0 j j 

§. 85. 

JDieftnigen bret ©(liefe bcö ©reieeftö, bon »efebtn aI4 
«nabbdngig »eronberllcben bie öbeigen alä gunftionen bt» 
trad)t(t »erben, fbnnen fein: 

1} brei ©e/(en} 2} jwei ©ei(en unb bet tingefebfoffene 
^infel;, 3) j»ei ©eiten unb ein gegenüber liegenber SBin* 

> SBinfel; 5 } J»ei SBinfel unb bie anfiegenbe 

©ei(ej 6} jwei 5HJinfeI unb eine bet gegenüber (iegenben 
©eiten. 
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^iecnac^ laffett flc^ nun bi’e iDifferenjtoIfoeffliienfen fdc 
bte ab^^ngigen ©tficfe auä obigen ©(eid^ungen fo jufant' 
men (leQen: 

I) UnabHttfliS «f b/ c, 

3)?on flnbet dA, dB, dC refp» ouö 92o. 1, 2, 3 unb iwnr: 

1 ) 

^ da sin b sin C sincsinB ’ 

dA — cos C — cotgC ^ 

db sinb sihC sihb ’ 

dA — cosB -rrcotgB 

de sinb sinC sine * 

J&ierauö bureb aSerwecbfcIung j 

dB — cotgC ^ 

da sin a * 

dB 1 

db 

de 

^ _ _ 

da sina * db sinb 

^ 1 

de 


2 ) ^ = 


3 ) ^ = 


sin a sin C 

— cotg A ^ 
sine ’ 

— rotgB 

o • 


sin e sin A ’ 


dC -^cofgA 


sin b sin A sin a sin B 


II) Unabbdngig a, b, C. 
ftnbef fl(b de, dA, dB auö 9lo. 3, 7, 9> 


1 ) 


^ = eosB } 
da 


de , 

j5 = co.Ai 


• 37 ^ = sinasinB = sinbsinA ; 


de 

dC 

da 

dC 

3B ♦ • n 

g— = — cotg e sin B ; 


2 ) ^ = 


3 ) 


sinB dA . . A 

— } — =s — eotgesmA i 
sine db 

— sin a eos B 


sine 


dB 

db 


sin A 
sine 
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dB sin b cos A , 

dC sine ’ 

ni) UnobHt»3‘9 a» A. 

9)?an «r^ÄIt de, dB, dC au^ 1, 4, 7. 

de 1 de cosC ^ 

da cosB* db cosB * 

de — sin b sin C . ^ -d 

_ = f . — = — sinctangB ; 

dA CüsB 

dB — langB^ dB tangB ^ 

^ 3ä^ tanga ’ db taugb* 

dB langB 

d A lang A ’ 

^ _ tangB 
da ~ siiia * 

dC — r cos e fang B ___ — cofgcsinC 

db sinb ' eosB ^ 

dC sine 

d A sin a cos B 

IV) UnobMnSf’s A, B, C. 
ergiett ffc^ da, db, de au^ 13, 14» 15. 

1') ^ = V = L. . 

' dA sinbsinC sincsinB’ 

da cotge da cotgb ^ 

dB sinß ’ dC sinC * 

db cotge ^ db 1 ^ 1 ^ 

^ dA sinA ’ dB sinasinC sine sin A 

db cotga 

^ dC sinC ^ 

„■ de cotgb de cotga 

^ sinÄ * dB “■ ImB ’ ' 

de _ 1 1 _ 

dC sin a sin B shibsiiiA* 

V) UnabMnSffl A, B, c, 

^on erhalt dC, da, db au^ 15» 8, 10. 
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dC , de 

= 55 = -cosa| 

de 

-r- = sinasinB =s sinbsinA; 

de 


2 ) ^ = 


da 

dÄ 

da 

de 

db 


sinb 
sinC * 


sinacotgC» 


cos b sin A 
sinC 


o^ ““ • u . sina 

3) = dB = .-EC’- 


de 


cos a sin B 
sin C ' 


VI) Una^Hngig A, B, a, 

3)J(in Pnbet db, de, dC ttuö 4, 8, 13. 

^ tangb , ^ tangb ^ 

da tanga ’ dB tangß ’ 

db tangb ^ 

dA tangA* 

„ de sinC de tangb 

da eosbsinA’ dA sinA 

de sineeotgC 

dB eosb ’ 

dC . . ^ de 1 

3) j- = tengb,mC; 

dC cose 

dB eosb ^ 

SBi« Don ben b«« aufgtfiibrttn JDijfcteniialfoefftjitnlen, wenn 
unter ben (>W unnbb^nflis öerdnbetlit^ angenotpmeneti 
©tfiefen ein^ ober jtoei unöerdnberlitb ftub, bie bott benfelben 
btrrübrenben Äoefftjienten toegfatten ober 9?utt werben r i|I 
uW belannt t>orau^iufe$en. 
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B. "9?ei^cn jut 2(ufl6fun9 fp^ittfd[)ct . 
S)rcic(f«. 

§. 86 . 

Die in $. 37. unter 9?um. 33 — 40 angeführten ®rei- 
(hungen laffen ftch mit geringer Unt»anb(ung auf bie gorm 
ber -0(cichung : 


tangy 


nsmx 


!_+ “ cosx 

bringen, au^ welcher y noch §. 7. burch eine noch ben ©i» 
nuä ber uielfachen t>on x fortfehrcitenben SKeihe au^gebrüeft 
werben fann. £)ie Gleichungen SRum. 33 — 36 gehen 
ndnilich: 

cotg-i- a cotg 4 b sin C 


tang-J- C“"A.— B-j-C-{-7r) = ' 


5(2.) 


1 + cotg^acofg^b cosC’ 

T. . X fang i a cotg Ib sin C _ , 

tang 4 (A — B — L,-\-n)= - — r ; — . . (3.) 

® 1 — tang^acotg^bcosC '■ ■' 

. . . cotglatanglbsin C 

lang ^ ( — A+B — C-J-tt) = . — | — rr 7 ^ } (4.) 

“ 1 — cotg 4 . a tang 4 ^ b cos C * 

2luö (1.) erhalt man noch §• 7. U. 

IC A 4- B 4- C — ji) = tg 4 a tg 4 b sinC — 4 tg® 4 a tang® 4 b sin2C 
+ 4 tg’ 4 a tg’ T b sin 3C — 4 tg* 4 a tg* 4 b sin 4C 4 - . . . ( 5 .) 
ein merfwürbiger Sluäbrucf für ben gtüchenra um beä 
fphdrifchen SDreicrfeö. 

3lu^ (2.) erholt man; 

4( — A — B4-C4-»r) = cotg 4 acotg 4 bsinC 

^4 cotg“ 4 a cotg* 4 bsin 2 C 

4“4cotg*4acotg*4bsin3C — ( 6 .) 

unb auö (3), (4.) nach §. 7. I. 

4(A — B — C4-»t) = tang 4 a cotg 4 b sin C 

4 - 4 tang® 4 a cotg* 4bsin2C 

4-4tang’4acotg* Jbsin3C4- (7.) 
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+B — C + n) = cotg I a lang ib sin C 

+ ^ cotg* ^ a tang* ^ b sin2 C 
+ |cotg* f atang* f hsin3C + (80 

Sanii't tiie Slet^e (5.) fonecrgire, mu§: 
tangla.tangib-<I ; ober 
sin i a sin b <C cos ^ a . cos J b ; oifo 
cosiacos^b — sin JasmJb^o ; b. (. 
cosi(a4-b)>0; 

oIfo iCa + bX^jr ober a-l-b<»r fein. ©Ic Siei^e fon» 
bergirt fe^r f(^neDr toenn a, b fe^r flcin ftnb. SDie Steife 
(60 fonoergirf, wenn (a+bX’i iff- 2)ie Äonoergenj ber 
Sici(>e (70 bebingt, ba§: 

tang|acolg|b<;i ; ober 
sinlacosgb^coslasin^b; ober 

cosjasin^b — sin^acos j;b>-0; b. l. 
sinj(b — a)>0 
oifo bog b>a fei. 

3n ber S5iei^>e (8.) niug umgefe&rf a>b fein/ wenn fle 
fonoergiren foH. 

3uglei(^ f6nnen oifo bie SReiben (50 «nb (6.)/ f» 
wie (70 «nb (8.) nieftt fonoetgiren ; too^I ober (504«nb (7.)/ 
ober (50 «nb (80? fo »>e (60 ««b (70 ober (60 «nb (8). 
3n jebem gone »erben beninocb j»ei fonoergirenbe Svei^en 
»or^onben fein, ou^ benen bie SBinfel A unb B gefunben 
»erben fbnnen. 

I) a + 6 < ff unb a < bj fo er^dlt nion ou^ 
(50 «nb (70 burd> aibbition: 

A = lang 1 a (cotg i b + tang i b) siaC 

+ T »gM a (cotg* i b — tg* I b) sin 2 C 
+ 4<g*ia(cotg*ib4-tg*ib)sin3C + .... (9.) 
bureb ©ubfroWon: 

B = 7 i — C — tgia(cotg^b — tg|b)sinC 

— i tg’ s a (cotg* i b + tg* J b) sin 2 C 
— T tg* J a(cotg* 4 b — tg* 4 b) sin 3 C — .... (10.) 
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3fiobeca>b; fo man In (9.) unb (lO.) 

a, A mit b, B. 

II) 3 fl a4-b>« uttb a<b, fo ergiebt ffcb ou4 
(6.) unb (7.) burcb Slbbition; 

n — B = cotg 5 b (taag i a + cotg | a) sin C 

4- i cotg* i b (tg* J a — cotg» J a) sin 2 C 
+ f cotg* ib(tg*ia + cotg» ib) sin 3C + .... ( 11 .) * 
burcb @ubtra{tiont 

A=C-J-cotgib(tg|a — cotgia)sinC 

-j- i cotg* I b (tg* 1 a 4- cotg» I a) sin 2 C 
+ * cotg» i b (lg» i — cotg* 4 a) sin 3 C + . . . . (12.) 

§. 87. * 

göc bie britfe ©titele fann eine dbnb’cbe üleibe aufgt* 
gtfltDt »erben, bie fteb aCgenietn auf fofgenbe SBeife ent» 
»irfeln Idgf. 

SBenn ^»i'fcben y unb x bie @fei’(^iun 9 : 
y* = 1 4-2n cosx -J- n* («) 
flatt finbet, fo ifl: 

logy=ncosx— |n* cos2x+4n» cos3x — 

fDenn fe§f man in (a) für cos x ben eyponentietten SJu^bruef; 


e«r-. ^ 


(§.6, VI.) 


fo erbSft man: 

/ y» = H-n(e*^4- + n» ; 

= l + n(e*^^+ + 

= (l+ne*^^)(l + ne“'^); 

©aber ifl: 

2 log y = log (1 + ne*^) + log (1 + ne“*^) ; 


ne ; 


«r-i 


= ne ■ — 4n»e 

+ ne — |n»e 


sxr=i 


+ in»e"‘^-‘- 


+ 4n»e — 

baber, »enn bie ©lieber beiber 3ieiben nach fpotenien t»n n 
iufammengejogen unb mit 2 bibibirt »erben: 
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»yn , -xY^ 2*ytn , -2*y^ 

e ' +e ' e ' +e 

logy = n. 2 s“ ‘ 2 




3xy"— 1 , —jxy'— I 
e + e 


— n cos X “ i -f- -j-n* cos3x— • 

güc negative ®ert^e »on n teirb «Ifo au^ bec ©leiti&ung: 
y* = 1 — 2n cosx + Ji* (.ß) 

ble SKei^c folgen: 

logy = — hcosx— in*cos2x — -J-n* cos3x— .... 

Sluf bie gorm bet ©letc^ungen C«) «nl> (ß) 
bie ©letc^ung: 

cosc = cosacosb + si“a«inbcosC; (y) 

bringen, wenn man beibe Sb«ile »on 1 fubtrabitf ober ba|tt 
obbirf. geßtereö giebt: _ 

1 4- cos c = 1 + cos a cos b+ sin a sin b cos C ; ober 
2cos*ic = 2cos*iacos*ib4-2sin»lasia»ib 

•b sin a sin b cos C } 


3ena(bbem man auf beiben ©eiten mit 2cos*ia cos»ib, 
ober mit 2 sin* ^ a sin» i b bioibitt, crb 5 lt man unter bet 
gorm bet ©leicbung («); 


cos* §c 

cos* ^a cos* 4b 


l + 2tgiatgibcosC 

+ tg»4atg*4b; 


(13.) 


• 2T” i T: — H-2cotgiacolg4bcosC 
8in»4asm»ib 

+ cfg*4actg»|bi (14.) 

SDurcb ©ubtraftion erbdlt man auö (y): 

1 — cos c = 1 — cos a cos b ~ sin a sin b cos C ; ober ' 

‘ 2 sin* 4c — 2sin*4acos*§b-J-2cos*4asin**b 

— sin a sin b cos C ; 

unb biftauö, wenn man mit 2 cos» 4a sin* 4b, ober mit 
2sin»4acos»4b bibibitt, bie ©Iei(^ungen: 


sin» 4 c 

cos» 4 a sin* 4b 


= 1—2 tg4a clgib cos C + tg»4a ctg»4b ; (15.) 
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8111* 4« c 

= l-2‘^»giatgjb cosC+ctg* 4atg* ih ; (16.) 
bit btibt eon b« gorm btc ©leic^ung (ß) f?nb. 

®urcb Slnttfnbang ber für (a) unb (ß) gefunbenen 3ie{» 
^rn auf borfle^enbe ©leid^ungen ergiebt fi^ nun aud 32o. 13. 

( COS 4 c \ 

cosja T ös IbJ = ^ — itg* 4a tg* 4 b cos2C 

I + 4 tg* 4 a tg* 4 b cos 3 C — .... 

bo^er: 

log cos 4 c = log(cos4a.cos4b) + tg4atgJ bcosC 
— 4’g*4atg* 4bcos2C + 4tg*4atg* 4bcos3C — ... (17.) 
2lu^ dio. 14, 15, 16. 

logcosjc = log (sin 4 a sin 4 b) + ctg 4 a ctg 4 cos C 
— 4cfg*4acfg*4bcos2C+4ctg* lactg* 4bcos3C — ... (18.) 

logsin4 c = log (cos 4 a sin 4 b) — tg4acotg4bcosC 
— 4tg* 4a ctg* 4 b cos2C — 4 tg* 4a ctg* 4bcos3C — ... (19.) 

logsin4c = log (sin 4 a cos 4 b) — cofg4atg4bcosC 
•— 4 ctg* 4a tg* 4 b cos2C — 4ctg* 4atg* 4bcos3C — ... (20.) 

^an wirb leicht bemerfm, bag bte l($ttn bret Steifen auö 
ber erjlen (17.), burd) 31ntvtnbung berfelben auf bie Sieben« 
breicefe (aßy), («Ä/)# (äß/)r folgen. JDic SRei^e In (17.) 
ijl lonbetgenf, tnenn a+-b<n: Ifi; bie folgenbe, »enn 
a+b>n; bie 3vci()e (19.), »enn a<bj unb (20.), wenn 
a^b ijl. 

©ubtrabirt man (19.) »on (17.), fo flnbet fteft: 
logcotg4c = logcotg 4 b +tg 4 a(cotg 4 b + tg 4 b)cosC 

+ 4 tg* 4 a(cotg» 4 b — tg*4b)cos2C+... (21.) 
©ubtra^irt man (19 ) »on (18 ), fo er^dlt mant 
logcotg4c = logtg 4 a 4 .colg 4 b(tg 4 a+cotg 4 a)cosC 

4- 4 cotg* 4 b (tg* 4 a — cotg* 4 a) cos 2 C 4- . . . (22.) 

3|l a+b<w unb a<b; fo fonbergirt ( 21 .); ijl a 4 -b>« 
unb a<b; fo ijl ( 22 .) fonbergenL 3n beiben Ülei^en ijl 
a unb b }u bertaufd^en, menn a>b ijl, bamit bie Siei^en 
fonbergiren. 
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- §. 88 . 

SEIe l)urc^ bie ^ier «ntwicfeften SKei^« auö |»ef ©eifen 
unb btra eingef^Ioffenen 2Bmf«r bie übrigen ©tücfe be^ 
©reietfeö gefnnben »erben } fo laffen fle flc& ttuc^> für ben 
gall, »enn eine ©eite unb bie anliegenben ®infef gegeben 
Pnb, onwenben. iDenn bejiebt raon biefelben auf bn^ 0?eben* ' 
0 b7| 

35oIarbreied ABc|, fo erbülf mon fogleic^ nnö (5)— (8). 

a b c) 

Ji — 4-(a4-b4-c)=cotgf AcofglBsinc 
4-TCot*iAcot*i^B sin2c + ^cotg*4-A cotg*4-B sinSc .. . . (23.) 
T(a + b — c)== tgiAtgiBsmc + ilg*iAtg*iBsin2c 
+ Ttg *7 Atg*-}Bsm3c + ..., (24.) 

4 (a — b 4- c) = tg4 A cotgi B sine — tg» ^A ctg» IB sin2c 

+ Ttg*TAcotg»^Bsm3c4- (25.) 

4(— a+b+c) = cfg^A Ig^^B sin c — i ctg» ^A tg» |B sin 2 c 
+ TCotg»iBtg*4Bsin3c — .... (26.) 

©ie SSebingungen ber Äonbergenj |inb ^iec biefelben/ »ie 
bort (§. 86.) 

gür ben gatt, wenn A + B<ji unb A<B, er^dft 
man auö (9.) unb (10.) 
a = lang A (tg i B + cotg i B) sin c 

+ 4-tg* + A (tg» ^ B — cotg* 4B) sin 2 c 
+ |tgHA(tg*iB + cotg*iB)sin3c4-.... (27.) 
b = c4-tgi A(tg^ß — colg4^B) sine 

+ 4 tg» 4 A (tg» B + colg* i B) sin 2 c 
+ f tg* I A (tg » 4 ß — cotg* iB)sin3c + .... (28.) 

Unb »enn A + B>jr, A<B; auö (11.) unb (12.) 
n — b = cotgTB(cotg^A + tgiB)sinc 

+ 1 cotg» 4 B (cotg» 4A— .tg» |A)sin2c 
+ 4 cotg* 4 B (cotg* 4Atg*4A)sin3c + .».* (29.) 
u=jr — c-j-cofg4B(tg4 A — cotg 4 A) sine 

— cotg»4ß(tg»4A4-cotg*4A)sin2c 
+ |cotg*4B (tg* 4 A — cotg*4A)ain3c — . . .. (30.) 

II. 15 
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gür ben britftn fflinffl man au« (17.) — (22.) 
logsifi i C = log (ain A sin | B) — t g| A tg 4. B cos c 
V — |tg’ |Atg* 4 Bcos2c 

.... . — ftg* 4 Atg* 4^Bcos3c — ..... (31.) 

, . log sin i C = log (cos 4 A cos 4 ^ B) — cotg 4Acolg|Bcose 

— 4-cotg* 4Acotg*4 Acos2c 

— T<^o*g* 4Acotg* 4Bcos2k— (32.) 

log cos 4 C = log (cos 4 A sin 4- B) + tg 4 Ä co(g 4 B cos c 

‘ — 4 tg * ji A co ^’ 4 B cos 2 c 

•47 T*g* 4 Acotg* 4 Bcos3ct-, (33 ) 

log cos 4 C = log (sinl A cos 4 B) + colg 4 A tg4B cos c ^ 

— 4^o*g* T A 1g^ tBcos 2c — ■ (34.) 

'■'log tg4C = logcofglB — tg 4 A(tg 4 B+cofg 4 B)cosc 
'' — 4<g“4A(fg*4B — coig*4B)cos2c — .... (35.) 

logtgiC = logtg 4 A — cofg4 B(cotg 4 A + tg4A)cösc 

— TL'ig® 4B (cig’ 4A — tg* 4 A)fos 2c — .... (36.) 
llnftc bcn §. lö. für ba« recfttminBigc ©rciccE oufgejlelltcn 
gormefn laffen bie unter ll, IV, VI angeführten, bie _alk 
bon ber gorni; 

lang z = plangu ' ’ ■ - *''•'■ 

finb naiSh §.7, V. btefefbe Sluftofung in Steihen ju. 3- 

au« bec ©leichung tangA = erhdlt man 

sin b ' s. 

I 

-’/l — sinbN:. „ 

. ^ , r A ' ' 1 \ 14 -»iob * 

lang(A — a) = — ; 

-,i;Y.^ 2 Jl^Vos 2 a 

tang^ (^tt — 4 b) sin 2 a 
■ ■ . ^ 1 — rlaug*;(47r-7-4 b)cos2a 

. . /I . ^ colg* (4w — 4b)sin2a 

unb tang(A+8)=7i ' 2 r. ’ 

. . ° - 1 — cotg^ (4jr — 4 b) sin 2 a 

unb hitrau« bie Sleihen: . 

Ä — a=tg* (47 t — 4 b) sin2a*4- Tlg*(i« — 4b)si“4a4- •••• 
A + a =crg*(4n;— 4 b)sin2a +4ctg*(4ji~4b)sin4a+ .... 
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C. 5luff6tun3 fc^r flctncr fj^^drtfc^ct 
S>rei crfe. 

\ 

' - §. 89. 

SßJenn bte ©efttn fitteÄ fp^^rifc^tn ©reiecfe^ im SStr^dlfnig 
|u bem — öfö £infarein&eit angenommenen — Äugelrobiuö 
fe^t Hein ftnb, fo i(l baö ©reied fe^r wenig »on einem 
ebnen berf^ieben unb man würbe fc^on eine anndb^rnbe 
Sluflbfung erbalten/ wenn man baffelbe für ein bbOfig ebne^ 
ndbnj«* SDabei würbe aber ber Slddjenraum beö fpbdrifcben 
©reiedeö, ber ben Ueberfcbuf ber SBinfelfumme über jwei 
Siecbte au^macbtr a(ä 97uli bebanbeft« €ine genauere 3iuf< 
rbfung mug baber biefen Ueberfcbug mit in SKecbnung jteben 
■unb ba)u bient bie bi<r ju entwid'efnbe^ bon Segenbre ge> 
funbene, eben fo einfacbe afö intereffantC/ SRegei. 

©inb bie ©eiten a, b, c eine^ fpbdrifcben ©reiecfeö. febr 
fiein^ fo fann man in ber gormel: 

cos a — cos b cos c 


co.sA = 


sin b sine 


bie ^ofinud unb ©inu^ berfeiben nach ben §. 6. angegebe« 
nen IKeiben bureb bie ^ogen auäbriücfem inbem bie über ben 
bierten 0rab hinauf gebenben ^oten^en al^ berfebwinbenb 
»eggelaflen werben. 

0b i({ bann: 

a* a* 

ji ck rt jt ^ 


cos a = 1 — 


1.2 

b* 


1.2.3.4' 
b* 


co*b — 1 1.2 ■*“ 1.2.3.4’ 


' cos c = 1 • 


sinb = b- 


1.2 

b* 


+ 


1.2. 3.4’ 


sin c 


1.2.3 


1.2.3 

Serben biefe SBertbe in ber gormel für cosA eingefegt unb 
nur bie ©lieber bib {um bierten ©rabe beibebolten, fo et« 
giebt f!cb: 

15* 
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b* + c* — a* , a' — b« — c* b*c* 


cos A 


24 


bca-^-9 


b*4-c* 

«Wultiplijlrt man SJtnntr mit 1 -1 g — fo 

^dlt man: 

b*4-c*— a» , a*+b«-|-c*— 2a*b*— 2a*c»— 2b*c* . 

^ 

©inb nun A', B', C bie 9Binf<I begjtnigtn ebnen Orciecfeö, 
helfen ©eiten ben Sogen a, b, c gleich finb, fo i|t; 

b* +c*— a* 

cosA = — — jTT- 

2 b c 

4b*c*sin* A' = 2a*b*4-2a»c» + 2b*c*— a*— b* — c« ; 
sDaber i({ cosA = cosA' — — sia*A'} 

h 


©egt nion nun A=A' + x, fo i|l; 


cosA = cosA' — sinA'x — cosA'— - + . 

X • 

bc . 


olfo cos A' — ^ sin* A' = cosA' — sinA'x — cos A';p— + . . . 


mitbin 


6 

bcsin*A' 


1.2 


= sin A' . X + cos A' ; 


6 ' 1.2 

toorouö berborgebt, bag x bom |weiten ©rabe lg. 8dgf 
man babec x* ol^ »crfcbwinbenb »eg, fo erbdlt man nabe 
biä (um oierten 0rabe genau: 

bc.sin*A' 


sinA'.x = 


unb b>erou4 


Ö 

bc.sin A' 
Ö 


9?un ig ber gl^cbenraum be^ ebnen ©reiecfeö 


auÄ ben ©eiten a, b, c, ber mit r bejeicbnet fei. Sa bie« 
fer i)on bem beg fpb<irifcbcn Sreiede^ nur um eine Siferenj 
beö oierten ©rabe^ ocrfcbteben ig, fo fann ber eine für ben 
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anbcrn gtnommen tverben unb man mit berfelben ®e> 
nauigfeit toie oben: 

A = A' + in 

€6en fo man B=aB'4-TTj C=C' + |t. jDörouö 
ergicbt f!cb ber merfmürbigc @a^: 

^enn bie @eiten etneiJ fpMrtfc^en £)ret< 
ecEe^ fe^r Hetn finb im 93erb<ntni§ jum ^ugM« 
rabiuä, fo i({ jeber 9Binfe( btffelben um ben 
britten Xb<i( beä gldc^eninbalteä be^ fpbdri« 
fdben Z)re(ecfeä gr6§er bcr entfprecbenbe 
SBinHI be^jenlgen ebnen Sreiecfe^, ba^ mit 
bem fpbdrifcben gleiche ©eiten Mt. 

i£ß fann olfo bie Sluflbfung eincö fpbär. ©reiecfe^ auf 
bie eineä ebnen jurd(igefubrt merben^ toenn man fdr jenc^ 
ein ebneö fubflituirt, helfen ©eiten ben be^ fpbdrifc^en 
©reiecfeö gleich t beffen ©infel aber um -f beö gld^eninhal« 
te^ beä fpbdrifchen ober be^ ebnen £>reiecfesJ Heiner/ al^ bie 
ffiinfel in jenem, finb. 


§. 90. 

Um ben in Iheifen beö Äugelrabiuö genommenen Sld« 
chenroum ober 3BinfeIüberfchu§ t in ©efunben au^jubructen, 
muUiplijirt man r mit ber 3ahl ber ©efunben , bie ouf ben 
d(ugelrabiu^ fommen. i^ejeichnet man biefe ^ahl mit r, bie 
3ab( ber in t enthaltenen ©efunben mit s, fo ifit 

T= baher s = rt; 

©inb bie ©eiten be^ fphdrifchen IDreiecfe^ na^ einer anbern 
£ineareinf>cit (j. S5. Diuthe) gemeffen, bie im Äugelrabiuö R 
ma( enthalten ifT, unb i|{ S ber nach biefer Einheit gemeffene 
gldchenraum be^ S^ttkdti, fo iff: 

R*s 
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Scr Sl^dienraum S alfo^ ber aud btn gegebenen @tiS(!en 
bcä !Dreiecfe^f inbent man baffelbe ald eben betrachtet/ (eicht 
}u finben if(/ wirb in ©etunben berwanbeft/ wenn man S 

mit bem bef(dnbigen Saftor multipliiirt; ober: ju bem 

Logarithmus bon S i(f ber bejl^nbige Logarithmus bon ^ 

jn abbireu/ um ben Logarithmus bon s {u erhalten. 

2)ie 3<>h( r ber in bem ^olbmeflTcr eineS ÄreifeS ent» 
haltcnen (©ejagefimaf«) ©efunben ifl 206264,8 unb 
logr = 5,3144251 

gür bie auf ber €rbfugel entworfenen fph^rif^en Sreicefe ifl 
in Jvuthcn (rhcinl.) R = 1691861,9 baher; 

log ^ = 2,8576954-10} *) ' 

■Slbbirt mott aifo 2,8576954 ju log S unb jieht bon bet 
©umme 10 Sincr ab, fo h<*t man logs. ®S fei ). SB. in 
Siuthen a = 35100; b = 28600; C = 110'’40'; 

fo ifl loga = 4,5453071 

logib = 4,1553360 
log sin C = 0,^9711132 — 1 

bähet logS = 8,6717563 

bajU 2,8576954 — IQ 

giebt logs = 1,5294517 

. B = 33", 84 baher 4s = 11", 28. 

©aber ifl C'=C— |s =±= 110“ 39' 48", 72 . 


*) eine anbre ©intjeit jur SOtefTung gebraud^t roorben, bie n Wutzen’ 
enteilt, fo wart ju obigem 'Sogafittimuä 2,8076954-110 noc^' 
2logn JU abbiten. 3. 58. .ffti: ri»ein(, gufj (®«obej.>’ ift ba, 

bec in foltbcn gufen log 0,6993329— 10. 

3n ?>anf. gup ifl log— =0,7292131 — 10. 

3n metrei =1,7036649—10. 
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CD!an ^af alfo (in tbneä £>re^^;aufiul6fcnf in tvelc^m ge« 

8<6«n i(l:' a = 35100 ] '//y r: 'hCIi m-y! 

b'=i 28600 ^ 

: ' . er = 110«39'48",72 , .'i .v jj .;, 

- a — b 

9luö ber gortttd tang^(A'— B') = — — cotgf ' 

a -j- D 

erwart man; i(A'-B')= 4» 2' 12", 58 
4CA+B') = 34» 40^ 5", 64 
A' = 38“ 42' 18", 22 
• . ! { B' = 30? 37; 53^', Q& 

3u bieftn SQJinfein is abbirt giebt: 

i; I i ' • f, .'C'A =s SS'’ 42'29"/ 501 ’ifi'ui 'f O 
■; B = 30“ 38' 4", 34 

a. sin er 

jDie bn'tte ^<it« c ftnbrt ftt5 b?r§emel 

man erhalt;- " 

c = 52521 "i 


. , ©leftlbe 2luP6fnng laft-ftcb,' a»(^ fluf fp5ac.^©reje(f« 
flnttJtnbcn, in b«n.en.i»ei @eite-n.bem ^a(biice.if| 
febc nab« lommen. Senn finb bieö bie ©eiten a,.b 

> .. ; f M'i !!.()•'■'- Jiv; 

Mj Sreierfeö, ( ? b c > , fo gnb ip, 

f A B'CJ - * ' ' uj ' ^ .... . 

f a^r ] '' 

ä b c > bie"©ctten a, b fe^c fleinV «nc5 e fe^r^titr, bä 
■ÄBC)-i .n\r. 

c <_ä+b fein , rauf. ®ö?’©reierf (aßr) fa'trti mian ba^er 
wie oben bürcb'^cin' cbneö 2)rciert aüfi^ett flitb- b^öö bie 
gefuchten ©tiJrfc öon (ofj?y) ftnben. 

€ben fo‘’fonrten'fp^ar. Srefeefe, in benen j’wei 9Bitt» 
fcf ’febr tlHn'fi'n^, oufgelbfl nrefben.- Senn ftnb' in bem 

Sceiede { a b c 
(ABC 


r.r. 


•* / 




bie SJinfel A, B fe^t-flein,- fo finb iti 

. l »• 

. * - . < kl . 
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bem Sieben «^olarbreiede ABÖ; bie ©etttn A, B, fo 

a b c ) 

t»ie auc^ bie britte'C fe^r 'ffclii. Sfttbem aifo (abc) auf bie 
oben geleimte Pe/fe aufgel&fi wirb/ er^4U |ngn,bie ©tüde 
t)on (aj?y). '4- 


S( n 1^ a n 9 II. 

•i . , i .i'i ■ 

@intde 0S$e' ^cganjung jum erften 
^^cilc btr 0p^Ätif. 

' > ^nmetf. ’ &ie dngrllammecten ^aragrapbenjabten bejieben 
ffcb auf ben ecflen unb beuten an , roo biefe ©dge etuju^ 
fcbalten jinb. 

§, 92. (§. 61a.) 

8jbrfö§- 3tbec jwifcben jwei ©egenfreifen 
liegenbe S3ogett et tie^' ^auptf reifet wirb bon 
bem jenen ©egenfreifen paraUelen j^auptfreife 
^albirt» 

SSetpeiö. 3»if(bfn bcn ©egenftelftn CS'S* 41.) ABC, 
A'B’C"’licgenbet SJogen ÖB', ber »erldngert .In B", B'" jum 
|toeitennia(e «on^jenen/ unb in D, D' ton bem ju ben ^o. 
ien M, M'^-ber ©egenfteife geb6rig6i ..^uptfreife EF ge« 
fcbnitten wirb, ©a B", D' bie ©egenpunfte eon D 
jinb/ fo ijl. ber lBogep,B'D»B"D'. - : 

, gdllt man »on M ejn flerpcnbifel MG- auf bie fpbi^r. 
©ebne BB", fo toirb biefe baburcb ^ucb ber 4)alb« 

freiä DGD' »irb baburd) bal^itG mit aud bet ©leicbbeit 
ber retbtminfligen Üuabrantenbreiede AiGD« JVIGD' b<tbor. 
gebt — ober »eil DGD' eine fpbür. ©ebne be^ Jpauptfrei* 
fe^ EDF i(l. ©aber j|i,GD-GB ==GD'— GB' b. i. 
BD=B"D'; mifbin oucb BD = DB'. v 
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‘ 3nf. 1. SDIe SRitlelpunffe aUtx jwifcfttn |tv(i ©egen* 
frtlfm tn(^>oUtn«n SBogfn (üon ^auptfreifen) (tegen auf bft 
9>«rip^m'e beö ben ©egenfeflftn parallelen .^aaptfreife^. 

guf. 2. ©a GD ein 0uabrant ifl» fo i|l BD ba^ 
£ompleraent ber falben ©e^ne BB". aOenn alfo beliebige 
Cfpbilr.) ©ebnen eineä IRebenfreifed um bie'^pmplemente ib* 
Ter Hälften uerldngert worben; fo liegen bie ©nbpunfte aller 
aSertdngerungen in bem .^auptfreife/ ber bem IRebfnfreife 

parallel iff. :: 

— 

§.93. (§. 69a.) . 

Eebrfab. aBennjwei ^a.uptfreife Pon bem 
(Pole :{w eie r parallel! reife, mit benen fie fitb 
fcbnetbtn, gleichen 31b(lanb hoben; fo finb'.bte 
{Wifeben ben $arallel(reifen cntboltenen ^o> 
gen ber .^aup tfreife gleich. • r'-..; 

S5emeiß. ©ö feien (gig- 42.) AD, A’D' 95ogen iWeier 
.^auptfreife unb M ber $ot (aRittelpunft) jtoeier parallel« 
freife AA', BB-',- mit benen (ich t*ne fehneiben.' ©4 AD, 
AD' gleich »eit »on M enlfernt finb, fo flnb bie »on M 
auf biefelben gefdUten iperpenbifel ME, ME' gleich; baber 
ouch bie ©ebne ßC=B'C'; AD=A'D'; folglich, ba 'E, £' 
bie SRittelpunfte ber ©ebnen finb, EB=E'ß'; EA=E'A'. 
4^ieraüd folgt, bog AB=A'B' =CD=GD' i(t. 

' . 3uf. 1. ©er ©ab gilt offenbot nicht nur Pon |»ef, 

fenbem Pon beliebig Piet .^auptfreifen. ' i 

7 3 u f. 2. SBenn bie J^auptlreife gleichen Slbflanb < pom 
3)?ittelpun(te M haben, fo flehen auch ihre ipole gleich bieit 
«on M; unb umgetebrt. ©ie fpotentfernung ifl aber ba^ 
©Upplement betf Sleigung^tpinlelä ber d^reife ; baber Idgt ficb 
ber ©ab auch fo aubfprechen: > 

- SBenit jtpei ober mebt .^auptfreife fich unter 
gleiten asßinteln mit jtoei iparallelfreifen 
fehneiben, *fo finb bie tn>if(hen ben lebteren ent> 
baltentn aibfcbnitte ber ^auptfreife gleich. 
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• guf. 3. hum um M mit bem Stabiuö 

ME tinen Sti^r fo berä^ten büfen oQe um ME bonMent* 
fernteit ^anptfrrtfet unb umgetebrt. IDabec ergiebt (i^ fo(> 
gmbft Sluöbrucf btö £ebrfa^eö; . . • 

• 9B«nn mebt^re ^auptf reife (tnett SRebtafr.etä 

berübteurfo finb bie jtoifcben fritoei bemfelben 
pdradeitn Greifen enthaltenen S3ogen berfel« 
ben- glettb. • - 

Unb ba bte ißole aller beräbrenben ^auptfreife. anf bem 
ißolarfreife be^ berührten liegen ^ fo folgt: 

SBenn mehrere ^)auptf reife’ ihre 33ole aufber 
HJcripher t e eineö 91t benfre ife^ hoben, f o frnb bie 
}mifchen ft }mei biefem 92ebentreife parallelt'lt 
Ä^erfen enthaltenen Slbfchnittt berfelben gleteh. 

2>a§ ber eine bon bcn iparaHtlfreifcn ein ^oup'tlrei^ 
ober ber ©egenfrciö bcö anbern fein fann,-i(l flar. 

V - . ■ , §. 94. C§. 69.b.; ' ’ . 

' Behrfah- SBennibie jwifcheTi Jtpei «parallel’* 
freifen enthaltenen 3lbfchnitte jtbeier ^aupt* 
freife gleich*finb, fo haben biefe gleichen 2lb» 
(lohbf'bom SR ittelpunfe ber iporallellreifc. 

. ’ ‘SB^mei^. -3l? AB=A'B' (gig. 4‘i.); fo finb bie bunh 
bie Siabien MA,'MB,- MA', MB' gebilbeten Dreieife MAB, 
M'A'B' wegen ©lei(hhtit ber ©eiten gleich; baher .bcc'2ö/n< 
fei AB\l=A'ß'M unb MBD=MB'i)', 3“ ben-bnreh bfle 
^erpenbifcl ME;iME' gebilbeten' techtwinfligen ©reieefen 
MBB, MB'E' finb rtun bie Jgippotenufen MB, MBinehg 
ben anliegenbert' fflJinfeln MBE', MB'E'; baher ~ bie; ©reiecle 
felbfl gleid) unb ME = ME'; alfo':bie'j'^reife‘AD, A'D' 
gleich weit bom SRittelpunfte M. . : ‘ •• = -i 

■ 3 u f. 11 i l^ierauö’ ergeben fleh bie -Umfthrnngen bir 5u» 
fi0e bt^ notigen §. • - • •' v i ,. 

• ... 31) -SBenif bie' §wifthen jwei iparallelf reifen 
enthalttnen S3&gcn mehrerer .^anptf reife gleich 
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ffttb; fo berü^ctn bie J^anptfreffe einen Üle'Sen» 
frei^f ber ienen ^'orallclf reffen parallel ifi. • • f 
‘ ' 2) Ifflenn bie jtoifc^en jwei ^JJarallelfreifcn <ht* 
^altenen Slbfcfcnitfe mehrerer ^)auptfrcife glcixfy 
finb/ fo liegen bie $ole ber ^auptlreife auf ei« 
ntm Sieb enfreife^ ber jenen ^aralleffreifen pa* 
rallcl ifl. • < ■ . . ; j 

3) 5SJenn bie''jt»ifcben jtpei ^Jaraltclfreifon 
entbnltenett' Ulbfcpnifte mehrerer Jjoupefteife 
gleid) finb, fo finb bie ^auptfreife unter gVei« 
c^en SQ3infeln gegen bie iparalleKreife geneigt. 

‘I 

• . , .§.95. (§. 69 c.) (n -.' . ‘ 

2ebrfa6. SBSenn jwei .^auptfreife ungleieben 
Slbfianb non bem Mittelpunkte jtoeier parallel* 
freife, mit benen fie fiel; febneiben» haben; fo ijl 
unter ben jtoifchen ben iparallelfreifen enthol’' 
tenen i21bf(^nitten berfelben ber jum entfernte« 
rengebbrigebergr6§ere. ; 

©eroeiö. Qg feien (gig. 43.) ABCD unb A'B'C'D* 
j»e( .^auptfreife, bon benen ber legtere weiter bom 'Mittel« 
punlte M ber ^arallelfreife ab(!ebt> olä ABCD. ^ie^t man 
butef) A einen britten .^auptfreig AFG, ber mit A'ß'D< 
glei(^en Slbftanb Uon M.batj fo ifi ttach!§. 93. AF=?=A'B'. 

ifl aber At^>-AB, »eil bie ©efonte AG weiter bon M 
entfernt ifl» ulör AD (g. ©.. §;63^ i3uf. 2.); folglich ifl 
A'ß'>AB. ! 

3uf. 1. SDer bem Ißole M nähere ^auptltef# ABD 
berührt einen fleineren iparaHelfref^ bejfelben $oleP atö ber 
entferntere A'B'D'. i25agegen ,liegtiber ißot btg erjleren auf 
ber Peripherie r eineä grb§eren PolarfreifeP unb bilbet nut 
ben iparaHelfreifen- einen bem Siechten udheren Minfel. .Qier« 
au^ .ergeben fleh bie ©dhe: . i 

I l)SBenn:jwei ober mehrere .^auptfreife mit 
jwri paroUeHreifen fich fchncibeiw fo finb bie 
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)wif(^cn ben*'Ie6t(r(R entMItenen a^fd^nitte 
berfcnigen J^aupttetife, »elc^e fleinere ^aral« 
IcKreifc beffelben $o(ed berü^renr bie tlti» 
iteren. 

2) SQenn mebrece j^auptfreife mit jwet ^a* 
raneltrcifen ficb fcbneiben/ fo finb bie jwtfcben 
ben Unteren entbaftenen Slbfcbnitte btritniscn 
J^auptfm'f^f btren $o(e auf srbgrrcn unb )e> 
nett ^araKelfreifen paraütitn SRcbenfreifen lie« 
Stn, bie Heineren; 

3) SBenn mehrere ^auptfreife fitb mit jmei 
^araUelfreifen fcbneiben, f» fiUb bie jwifcben 
ben ^aralielfreifen enthaltenen (Hbfchnitte ber> 
fenigen J^auptfreife bie tleineren» beren 92ei« 
gungdmintel mit ben ^arallelfreifen bie bem 
SHechten ndheren finb. 

3uf. 2. Umgcfehrt, wenn bie jwifchcn ^»ei parallel» 
freifen enthaltenen 9ibfchnitte {meier {»auptfreife ungleich finb } 
fo i({ ber jum gr6geren Slbfchnitte gehörige .^aupttreid ent» 
fernter bom ipole ber ^araOelfreife / ald ber anbere. Senn 
if{ A'ß'> AB; fo fann A'D' »eher nihtr, noch eben fo 
nahe an M fein, alO AD. Sahtr finb auch bie Umfehrun« 
gen borfiehenber 0dhe gültig: 

1) fIBenn ungleiche ülbfchnitte meherrer 

^auptfreife jibifchen jtbei ^aralleltreifen ent< 
halten finb, fo berühren bie ju ben grögeren ge- 
hörigen ^aupttreife grögere ^inralleltreife (bef* 
felben fioled, wie fene {wei ^araOel(reife). - . 

2) 9Benn ungleiche Slbfchnitte mehrerer $aupt* 
freife jtbifchen jmei ^arallelfreifen entholten 
finb, fo liegen bie ipole ber )u ben grögeren ge- 
hörigen .^auptlreife auf f leineren Ißarallet- 
f reifen. 

3) SSenn ungleiche Sibfehnitte mehrerer ^aupt- 
freifc jtbif^en s<bei iparallellreifen enthoften 
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finbf fo finb bie Sleidungäwinfeff welche bit |a 
gr&geren 91bf^nitten seHrigen ^auptfreift mit 
ben ^aralltlfreifen bilben, »oro Siechten ent« 
fernter (ober fc^iefer). 

§. 96. 

^rtldrung. SSie bie jwei ©eiten eine^ ^reife^ (ober 
einer €bne) in SBejug auf einen gewiffen SBinfel, »elcben 
berfeibe mit einem anbern Greife bilbet, in pofttibe unb ne« 
gatioe unterfcbieben mürben (g. §. 10^ 31nmerf.)> fo fann 

biefelbe Unterfcbeibung eingefubrt werben, in Siuctftcbt irgenb 
cined gegebenen ^unfte^ auf ber ^ugelfldcbe, toeicbem bie 
eine ©eite be^ ^reifeä iugefebrt/ bie anbere abgefebrt i|I; fo 
ba§ gleichartige ©eiten jweier Greife biefenigen beißen, 
»eiche jenem fünfte beibe jngetebrt, ober beibe ab ge« 
febet finb; ungleichartige aber, bon benen bie eine 
eine jugefebrte, bie anbere eine abgetebrte ifi. 

2|n bem ^olgenben gilt biefe ISenennung bon ben ©eiten 
{tbeier J^auptfreife , ober ihrer SSogen, in Sidtf ficht beä ipo« 
(e^ ober fpbdrifd)en Sliittelpunittä eineä SJebenfreife^, mit 
welchem fich jene fchneiben, ober auch nicht fcbneiben. 

§. 97. C§. 69 d.) 

?ebrfah. 5Benn jwei t'auptfreife bon bem 
(fpbdr.) gRittelpunf te jweier ^araüe Ifreife, 
mit benen fie fich fchneiben, gleich weit entfernt 
finb: fo finb bie jwifchen ben ungleichartigen 
©eiten ber .^auptfreife enthaltenen 93ogen ber 
^arallelfreife einanber dbniich. 

SJeweiö. Sie Jpauptfreife ABD, A'ß'D' (gig. 44.) 
feien gleich weit bon M, bem ipole ber ^araDelfreife BB'CC' 
unb AA'DD' entfernt. Jwifchen ben ungleichartigen ©eiten, 
berfelben liegen bie 9?ebenbogen BB' unb AA', fo wie CC' 
unb DD'; beren Slebnlichieit )u erweifen ifi. !)07an {iebe bie 
fpbdc. Stabien MA, MB, MA', MB'. Sie baburch ent» 
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Santenen 5Drtitcfe MAB, MA'B' finb »«gen ©rei(^&eit affet 
Seiten gleich 5 benn eö iff MA=MA ; MB = MB' unb 
nacf) §. 03. ouc^ Aßs=A'ß'. 25a^»et ifl bet SBinfel AMB 
=A'MB'. SIbbirt mon ju biefen ben IQmfe( BMA', fo 
folgt: AMA' = BMB', 3u gleichen 3tntn»inWn gehören 
nan d^nlic^e Sogen j mithin iff BB'~ AA'. SDtt CC'=BB' 
unb DD'=AA'; fo i|i aac^ CC ^ DD'. 

©c^neiben bte ^auptfrcife nie^t innerhalb bec $a> 
taüeltreifc , wie §ig. 42, fo 0nb BB'C' unb AA'D bie jtoU 
fcben ungleicbarttgen Seiten (iegenben Sogen, beten 9lebnlicf>< 
Uit burcb biefelben Sc^ldffe etbeffet. 

3uf. 1. 3iu^ bemSebrfage unb auä §. 94« etgeben ftc^ 
folgenbe Sage : 

1) 9Benn bte {wtfc^en {tuet ipatadeHteifen 

entbaltenen^lbfcbnittejtoeiet^auptfreifegleicg 
finb 

ober 2) Söenn jtpei J^auptlteife, bie fic^ mit 
}tpei $a ralle I fre ifen fcgneiben, einen britten 
({teineren) Ipatalle (ftet^ bet legteten betu^« 
ten — — 

obet 3) SBenn {tuet ^auptf teife, bte fid} mit 
itttei iparollelf reifen fcgneiben, igre 5PoIc auf 
einem britdn paralleltreife bet legteren ga< 
b e n 

ober 4) SBenn |toei .^auptfreife fic^ mit jmei 
iparanelfreife n unter gleichen IReigung^min« 
fein fcbneiben 

fo finb bie jioift^en ben ungleiebartigcn ©ei» 
ten bet ^auptfreife enthaltenen Soge-n bet $a» 
rallelfreife dhnlicg« 

2) ag biefe Sage auch bon mehr a(^ jwei ^auptfretfen 
unb ipataffelfreifen gdltig finb, bebarf feinet Siu^einnnber» 
fegung.- 

3uf. 2. ©g feien (gig. 45.) AEB, A'EB' jwei J^aupt- 
freife auf bet Äugelfidcge AA'ßB' unb DEC ein britter 
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^auptfrei^, ber bcn SBinfcl AEA' bet erjlfren ^albirf. SBt= 
fc^rtibt man nun um einen wilKürltcbcn m be^ ^aU 
birenben Äteifeö mebrece SparaUelfrcife aa'd^ bb'e, cc'f Nfn 
finb 1) bie jtt>,ifd)en je jwei iparoßelJreife faCenben/Slbfdjnitte 
tH>n AEß, A'EB' gleich» ab=a'b'} bc— bV. 2) bie 5Bo» 
gen ber ^araOeßieiref n>e.((^e {Wifcben ben in 15ejug auf m 
ungjeiebartigen ©eiten becfelbcn ^auptfreife liegen, fInb dbn< 
lieb} ndmlicb a'd'd<o b'e'cv> c'fj fo »ie aa'd m bb'e'cNj cc'i', 

©enn • fdflt man »on m auf AEy A/E bie iPerpenbifel 
üin, mu fo" finb bie ©teiede mnE, rnii'E gfeief) (g. ©. 
§• 30 f 3uf. 2.); babec mn=nin'; aifo AEB, A'EB' gfeicb 
weit »on m entfernt. ' ' • \ , 

■ -.4'T , ! 

3uf. 3. .^aben aber bie J^auptfreife G^is* 44) AD, 
A'D' ungleiche Entfernung non bem. SOJittelpunfte M ber 
$oraDeIfreife, fo finb bie jmifchen beit ungleichartigen ©eU 
jen berfelbeu enthaltenen Sogen ber le§teren^ nicht ähnlich 
' unb eö fann fotnohl ber innere,,alö ber dujgere Sogen 
ber relatin grogere fein, ©enn ifi 1) A'D' ber non M ent», 
fernfere Äreiö, fo ifi A'B'>^AB; bahec Sßinfel A'MB'>- 
AMB, folglich BMB'> AMA'j olfo ber innere Sogen 
Bß' relatin gröger, alö AA'. 3(1 2) Äi) ber non M ent» 
ferntere Äreiö, fo ig AB>A'B'; hierauf folgt, bag bet 
dugere Sogen AA' ber telotin grogere ig. Siennt man 
bie bem 5DIittelpunfte ober fpole_ M lugeEehrten ©eite ber 
^jvreife AD, A'D' bie innere, bie abgefchrte, bie dugere 
unb bemerft man, bag bie Sogen BB', AA' auf bet innern 
(^eife non A'D', auf ber dugeren non AD liegen, fo logt 
geh bie Sebingung, unter welcher ber innere ober ber dugere 
Sogen ber relatin grogere ig, fo au^bruefen; 

Siegen bie Sogen auf bet inneren ©eite beö 
«ntfernteren .^ouj>tfreifeö, fo ig bet innere ^a« 
callelbogen ber. relatin grbgere; liegen fie auf 
ber iugeren .©eite beö entfernteren, fo ig bet 
dugere Sogen ber relotin grogere. i; t. 
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QQenit nm ben eined 

ber ©egenfreife, jwifc^en benen ein fpHrift^eö 
^ara((eIogr4itiin (iegtr $araUt(tr((fe befc^rie« 
bett werben; fo finb bie innerbaCb be^ flacane« 
(Dgramme^ • fallenben Sgogen betfelben einan« 
ber dbnltcb unb bie (wifcben je jwei biefer $a« 
raUelbogen en(boft<nen SUbfcbnitte ber Seiten 
beä ^araUeiegranimeä einanber gleich. 

S5emeiö. fei ABCD (§ig. 46.) ein fph^rifcbe^ 
^araDciogramm unb um ben S^ittelpunft M be^ burch A, B 
gebenben ©egenfreife^ feien ^aradelfreife befcbrieben, bereu 
S3ogen ab, ab' innerhalb be^ ^araOefogramme^ liegen. 3u' 
ndd)f{ ifl ju jeigen , ba§ bie bem inneren träume beä ^ara(< 
lelogrammeö jugefebrten ©eifen ber Sogen AC, BD in 
SUicf ficht auf M ungleichartig ftnb. 

Siegt M auf ber inneren ©eite Pon BD, fo fdllt bet 
pon M nach B gejogene SKabiuö jwifchen AB unb bie nach 
E gehenbe Serfdngerung Pon BD. ^ieht man nun Pon M', 
bem ©egenpunfte Pon M, ben Slabiu^ M'C unb perldngert 
AG über C nach E; fo i|l SBinfel ABE=CDF, »eil ihre 
IRcbenminfcI alä iDiagonalminfel be^ iParaDefogrammed gleich 
ftnb. gerner ift ber ffiinfel ABM = DCM' (g. ©. §. 95.); 
mithin i(l DCM<DCF; bähet liegt M' auf ber inneren 
©eite Pon AG. Da nun M'G perldngert burch M geht unb 
AG fleh mit M'CM jum j»eitenmafe nicht j»ifchen C unb 
M fchneiben fann; fo liegt M auf ber du§eren ©eite Pon AG. 

Siegt aber M auf ber du§eren ©eiten pon BD, fo er» 
giebt fleh auf biefelbe SBeife, bag bann bie innere ©eite Pon 
AG nach M gelehrt ift. Demnach (tegen in jebem gaOe bie 
^aradeibogen ab, ab' jwifchen ben in Se^ng auf M un< 
gleichartigen ©eiten Pon AG unb BD. Da nun AC=BD 
ifl, fo haben bie .^auptfreife, {u benen biefe Sogen gehören, 
gleichen Slbflanb Pon M ; mithin i(l nach §. 97. ab c*# a'b' 
unb nach §• 93. aa'==bb'. 
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3uf. 1. S5ffcftrei6t man um M afö <poI cfnen J&aupf» 
f«lö, bcr in Gr, H bie ©cifett AC, BD fc^neibet; 
öuc^ bet Sßogtn GH beffcfbcn d^nlicö bett ^parattelbogen ab, 
a'b'; fo n>le bcm JRc^enbogen AB beö um M befc^rie» 
benen ©egcnfrcifeö. 

3uf. 2. Stimmt man auf $mei etnanber gegenüber f!e* 
benben ©etten AC, BD cineö fpbüc- ^Jarattelogrammeö uon 
ben ©nbpunften A, B au^, melcbe ju einer unb berfciben 
britten.©eite AB gebbren, gleiche 3lbf(i)nitfe Aa, Bb; fo ijl 
ber burcb bie ibeilung^punfte a, b geführte, bem SJebenbo» 
gen AB parallele S5ogen ab biefcm dhnlich. 

§. 99. 3ufdhe. 

I) au §. 510 

3uf. 5. SBejeichnet man ben glüchenraum beö ipolar* 
polpgoncö mit P', ben Perimeter bcffelben mit p', ben beö 
urfprünglichen mit p; fo i(l noch 3uf* 3. 

P = 27r — p' ober P + p' = 2jt 
5Da burch 2 7r bie .^dlfte ber jtugcIfTdche auögebrucft mirb, 
fo fann biefe ©leichung fo auögefprochen werben:- - 
IDie ©umme auö bem gidchenraume cineö 
^olpgoneö unb bem Perimeter beö ^Polarpolp» 
goneö ijl ber halben Äugelfidche gleich- 

3?ach bemfelben ©age i|l auch P'4-p=2re; bähet 
P'-fp = P+p' unb P — P=p — p' b. h-t ©ie SDiffc« 
renj ber gldchenrdume jweier ipolarpolpgone 
ijl ber ©ifferenj ihrer iperimeter gleich. 

II) (3u§‘740 

' 3uf. 3. Unter ben fph^r. ©reierfen, unb ben 
jpolpgonen bon gleich oiel ©eiten, welche in ei» , 
nen Äreiö eingefchriehen werben fönnen, i(l ba^ 
gr6§tc ein regelmd§igeö. 

©enn ifl ABCD .... (gig. 47.) ba^ größte unter biefen 
^olpgonen unb boffelhc wdre nicht glcichfeitig ; fo feien -AB, 

II. 16 
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£C {tvei ouf einanbfr folgenbe utidltic^e 0tif(n. S5efc^rei6t 
man nun ilbcc ber ©e^nt AC ein gleic^fc^enfligcS ©reltcE 
AB'C, fo if{ bajfelbe grbger al^ ABC; ba^er würbe auc^ 
baö ?)oIpgon AB'CD....>CBCD.... fein; woÄ gegen bie 
93orau^fe^ung flreitet. £)a5ec mug ABCD — gleic^feitig^ 
mithin regelmügtg fein. — ber ^eweiä bon £>reiecfen 
cbenfaO^ gilt» tfl einleud^tenb. 

3uf. 4. regelmügige iPolQgon (ober iDreied) if{ 
baj grbgte unter aUen in bemfelben Greife befe^riebenen $o> 
Ipgonen non eben fo bie( ©eiten. 

3uf. 5. Unter ben nmgef(f>riebenen ^polbgonen 
(unb S^reieden) bon gleich bie( ©eiten bot baö regelmdgige 
ben fleinflen Umfang; fo wie, umgefebrt, ba^jenige unter 
ben umgefcbriebenen, welche^ ben fleinften Umfang bot, ein 
regelmügigeä fein mug. 

S)enn ig P ein umgefcbriebenen regefmagigen ^oingon, 
fo ig ban $o(arbo[pgon p begelben ein eingefcbriebenen re> 
gefmagigen. JDer gldcbenraum bon p ig nun ein Sga^imum; 
folglich ber Umfang bon P ein CDlinimum. 

£)ie 9vi(btigfeit ber Umfebrung erbeUet eben fo. 

III) (3tt §. 75.) 

3uf. 8a. 2Iun ber ©leicbung T = 2C+U — 7 t = 
2C — U folgt 4 U = C — ^T. ®a ^ U ber SBinfel ig, 
Welchen bie fpbür. Xongente mit ber bom ©ecübrungnpunfte 
aungejogenen ©ebne mad)t, fo ergicbt geh bicraun ber ©a@; 

©er SBinfel ber Xangente unb einer ©ebne 
ben ©erübrungnpunften ig Heiner, ain herauf 
ber entgegengefehten ©eite ber ©ebne gebenbe 
$eripb eriewinfel unb jwar um ben bolben 
(henraum ben ©reieden, welchen burch bie ©eh* 
ne unb bie@chenlel beniPeripbtriewinleUge* 
bilbet wirb. 

IV) C3tt §. 81.) 

3uf. 2. Unter ben in einem Greife bef($riebe» 
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nett ©reietfen unb ^ol^goncn bon gleich Diel 
©eiten tf{ ba^jenige^ ntelc^e^ ben gr6gten Um< 
fang ein regelmigigc^. 

©enn t)ot bag SPofpgon ABCD.... (gig. 47.) ben gr6g» 
tenUmfong anb würen AB, BC j»ei auf cinanbet folgenbe 
ungleiche ©eiten; fo fei übet bet ©ebne AC «in gleicbfcbenf* 
lige^ ©reiecf AB'C bcfcbrieben. ©ann ifl Aß' + B'C > 
AB + BC; habet »üre bet Urafong ton AB'CD.... grbger, 
a(^ bet aon ABCD.... gegen bie S)orau^fe|ung. SRitbin 
bie SSebauptung eaibent. 

gttf. 3. ©aö tegelmüßige ^Jolpgon bat ben grbßten 
Umfang untet ben in bemfelbcn Äreife befcbtiebene ^olpgo» 
nen »on gleichet ©eifenjobl; ©reiecf e mit eingerechnet. 

3uf. 4. Unter ben um einen Äreiö befchriebenen ipolp* 
gonen uon gleich uiel ©eiten bat baö tegelmüßige ben flein» 
(icn glüchenraum; uragefebrt ifl- baö fleinße bet urogefchrie» 
benen ein tegelmüßige^. 

©et SSemeiö iß wie in II) guf. 5. 

V) (3u§.92.) 

3uf. 2. 5£Benn auö n gcgebenen?SHnfeln jwei 
iifeitige iJJolpgonc fo fonßtuirt finb, baß jebeö 
einen Äreiö berübtt; fo finb biefe Äreife, fo wie 
bie Urafünge bet ijJolpgone gleich, ©enn bie i)3olat* 
polpgone enthalten einerlei ©eiten unb liegen beibe in Ärei* 
fen, bie bie ipolarfreife jener pnb. ©iefe Äreife fowobl, alö 
bie glüchenrüumc bet eingefchriebenen ipolpgone, ßnb nun 
gleich; folglich auch bie Umfünge jener ipolpgone anb bie 
bfreife, um welche biefelbcn bef^rieben finb. 

VI) Qu §. 93.) 

3 u f. 2. Unter ben aug n gegebenen Sßinfcln jufam» 
tnengefegten nfeitigen ipolpgoticn bat baö einen Äreiö berüb* 
renbe ben flcinßen Umfang. Umgefebrt, in baö auö n ge» 
gebenen SBinfcln jufammengefegte ^olpgon bom fleinßen 
Umfange loßt fid) ein Äreid befchreiben. 
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Ser 15etveid t»ic o6en. 

' VJI) (3u §. 95.) 

3uf. 8. Surcft ben ^auptfrei^, welcher j»et ©egen» 
frrifrn eine^ fp^ür. ^aranelosramnieei parallel ifl, werben bie 
Siagonalen^ fo wie bie jwifc^en berfelben ©egenfreifen iie« 
genben ©eiten be^ Parallelogramme^ 5nl(>irt. 92.) 

3uf. 9. Sa bie Siagonaien beä ParaOelogramrae^ 
gegenfeitig ^albiren/ fo liegt ber Surd)fc()nitt unb 3)IitteU 
punft berfelben mit ben 9)iitte(pHnften je jweier einanber ge< 
genüber fte^enber ©eiten in einem ^auptfreife unb jwar in 
bemjenigeHf ber ben ©egenfreifen» pon benen jene ©eiten 
begrenzt werben > paraKel iff. 

3uf. iO. Ser Surebfebnitt^punft ber Siagonalen ifl 
auch ber Surebfebnitt unb £Oiitte(punft ber beiben ©ogen, 
welche bie SRittelpunfte je jweier gegenüber jlebenber ©eiten 
be^ ParaOeiogramrae^ Peebinben. 

Senn jiebt man in bem Parallelograram ABCD (gig. j 
48.) bie Siagonale AD unb bureb bie SRittelpunfte F, G | 
ber ©eiten AC, BD ben ©ogen FG, ber in E ftcb mit I 
AD febneibet! fo ifl ba^ Sreieef AEF=DEG, weil AE 1 
=ED (3“f-9.) unb bie onliegenben 25intei gleich finb. Sa« 
her i|l FE = EG; olfo E auch ber SRittelpunft Pon FG. 

.^ieraud folgt ba§ E auch ber SRittclpunft beä IBogenä 
HI i(l, ber bie ©eiten AB, CD bnlbirf. 

Jlnmerf. Ser Punft E fann bildet ber SOlittdpunft bc« 
Pnraltflogramme« genannt Werben. 6r bat übrigen^ and) bie <5is 
genfd)aft, bag jebec burd) benfelben geführte .^aupttceid baS Pa«" 
raUelogtamm halbirt. * 
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